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FORORD 


n^ærværende  lille  Arbejde,  der  er  et  Resultat  af  Seminarmelser,  som  i  Efteraarssemestret  1901 
1\  afholdtes  her  ved  Universitetet  af  Hr.  Privatdocent,  Dr.  phil.  Niels  Nielsen,  er  en  Over- 
sættelse og  delvis  Bearbejdelse  af  Frohenius'  bekjendte  Arbejde:  „Ueber  die  Integration  der 
linearen  DifTerentialgleichungen  durch  Reihen"  Grelles  Journal  Bd.  76;   Pag.  214 — 35. 

Det  er  tænkt  benyttet  af  unge  Studerende  som  en  Indledning  i  de  lineære  Differential- 
ligningers Theori,  Ganske  vist  haves  Hejfters  Bog*),  men  Behandlingen  er  her  helt  igjennem 
Fuchs'isk,  og  Schlesingers  store  Haandbog**)  er  ikke  egnet  til  Studium  af  Theoriens  Elementer. 

Af  Steder,  hvor  nærværende  Udgave  adskiller  sig  fra  Frohenius'  Orginalafhandling,  skal 
jeg  tillade  mig  særlig  at  fremhæve:  Beviset  for  Integralernes  Uafhængighed  (Pag.  13 — 16), 
Theorien  om  det  til  en  Rod  hørende  „almindeligste"  Integral  (Pag.  16 — 18)  og  af  Exemplerne: 
Bessels  Ligning   (Pag.   20—23). 

Mindst  tilfredsstillende  er  Slutningen  af  sidste  Paragraf  (§6):  Behandlingen  af  den  ikke- 
homogene  Ligning.  Den  Hovedsætning,  Frohenius  her  kommer  til,  nemlig  at  Integralerne 
G{x,  q)  af  den  homogene  Ligning  kunne  bruges  som  Udviklingsfunktioner  for  Integralet  af 
den  ikke-homogene  Ligning,  siger  i  Virkeligheden  ikke  ret  meget.  Dette  stemmer  ogsaa 
med,  hvad  den,  der  har  beskjæftiget  sig  noget  med  de  lineære  Differentialligninger,  let  ind- 
rømmer, at  man  af  Integralerne  i  den  homogene  Ligning  saa  godt  som  intet  kan  slutte  om 
Karakteren  af  Integralet  i  den  ikke-homogene  Ligning. 

Det  er  mig  en  kjær  Pligt  at  bringe  Hr.  Professor  Dr.  G.  Frohenius  min  ærbødigste  Tak 
for  den  Beredvillighed,  hvormed  han  har  tilladt  mig  Oftentliggjørelsen  af  nærværende  Arbejde, 
ligesom  jeg  med  Glæde  griber  Lejligheden  til  at  takke  Hr.  Dr.  phil.  Nielsen,  dels  fordi  han 
ved  Afholdelsen  af  de  nævnte  Seminarøvelser  har  foranlediget  mig  til  saa  indgaaende  at  be- 
skjæftige  mig  med  Frohenius'  Theori,  dels  for  den  store  Tjeneste,  han  har  gjort  mig,  ved  at 
gjennemse  mit  Manuskript. 

Kjøbenliavn  i  August  1902. 

C.  R.  Ette. 


*)    Heffter:    Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  DifTerentialgleichungen.    Leipzig  1894. 
")    Schlesinger:    Handbuch  der  Theorie  der  linearen  DifTerentialgleichungen.    Leipzig  1895— i 


Naar  alle  Integraler  af  en  homogen  lineær  Differentialligning  af  Ordenen  A  i  Om- 
egnen af  et  bestemt  Sted,  som  vi  her  for  Simpelheds  Skyld  vælge  til  Nulpunkt,  have 
den  Egenskab,  at  de  forblive  endelige,  naar  de  multipliceres  med  en  vis  Potens  af  den 
uafhængige  Variable  .t,  saa  kan  Differentialligningen,  som  vist  af  Fiichs*)  og  Thomé**), 
bringes  paa  Formen: 

hvor  p{x)  og  pi(x)   ere   konvergente  Potensrækker,   der  gaa  frem  efter   positive   hele 
Potenser  af  x,  og  som  have  et  vist  fælles  Konvergensomraade,  og  hvor : 

p  (0)  4.  0. 
Er  der  omvendt  forelagt  en  Differentialligning  af  den  angivne  Form,  og  ere  de  nævnte 
Betingelser  opfyldte,   saa  blive  alle  dens  Integraler  efter  at  være  multiplicerede  med  en 
passende  Potens  af  x  endelige,  naar  x  voxer  i  det  uendelige,   og  den  almindelige  Form 
for  Integralet  bliver,  som  vist  af  Fuchs***) : 
00 

j,  _  ^^  y  f /*+  9^"~'^  ■  log  ^-  +  ff'"-'.  (log  xy  +  ....g.  (log  x)"l .  x' 

V  ^  o 

Her  er  q  Rod  i  en  vis  Ligning: 

der  er  af  A'^«  Grad  i  (>,  og  som  let  dannes  af  Koefficienterne  i  den  forelagte  Differential- 
ligning, og  Størrelserne:  g     ,g  g    ere  ikke  alle  Nul. 

For  derefter  at  vise,  at  de  A  Rødder  virkelig  levere  A  forskjellige  (o:  af  hinanden 
lineært  uafhængige)  Integraler,  deler  Fuchs****)  Rødderne  i  Grupper,  saaledes  at  de 
Rødder,  hvis  Differenser  ere  hele  Tal,  komme  i  samme  Gruppe  og  der  ordnes  saadan, 
at  hvis  f.  Ex.: 

er  en  af  Grupperne,  er  Differensen:  q^ — g„  et  positivt  helt  Tal  eller  Nul,  hvis  u<^. 

Derved  bevises,  at  en  Rod  q    leverer  et  partikulært  Integral: 

00 


y,  =  ^^^ 


o 


*)  Grelles  .lournal  Bd.  66,  Pag.  146  og  Bd.  68,  Pag.  360.      ")  Grelles  Journal  Bd.  74,  Pag.  200. 
*)  Grelles  Journal  Bd.  66,   Pag.  136.      **")  Grelles  Journal  Bd.  68,  Pag.  362. 
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For  at  føre  Konvergensbeviset  for  denne  Række  sammenlignes  den  givne  Differential- 
ligning med  en  Majorantligning,  der  er  integreret  ved  en  Række  af  Formen: 

oo 


v  =  o 

hvor :  \c  |  >  j  9'^,  j ;  og  ved  virkelig  at  beregne  Koefficienterne  c    lykkes  det  at  finde  Konver- 
gensradien R  for  Rækken  y  . 

Derpaa  underkastes  den  forelagte  Differentialligning  Substitutionen: 

og  paa  den  derved  dannede   Differentialligning  af  Ordenen  k—l  anvendes   paa   ny  den 
samme  Betragtning  o.  s.  v. 

Denne  Bevismaade  er  den  samme,  som  anvendes  af  Caiichy  i  hans  almindelige 
Undersøgelser  og  af  Weierstrass  ved  Beviset  for  Existensen  af  Integraler  i  alle  alge- 
braiske Differentialligninger,  og  man  kunde  derfor  her  vente,  at  Beviset  lod  sig  føre 
med  simplere  Midler,  hvor  det  kun  drejer  sig  om  en  bestemt  Klasse  Differentialigninger, 
nemlig  de  lineære.    Det  er  dette,  vi  i  det  følgende  ville  forsøge. 


1. 

Betragte  vi  Differentialligningen: 

P  (y)  =  p  {æ)  .  x^  .  y(^)  ^-  p^  (x) .  x'- ' . y^'"'^  +  •  •  •  +  7^;.  i^)  -V-O,  (1) 

hvis  Koefficienter  tilfredsstille  de  nævnte  Betingelser,  se  vi  strax,  at  vi,  uden  at  Undersøgel- 
sen derfor  bliver  mindre  almindehg,  kunne  antage: 

p  (x)  =  1. 
Thi  da:  p{0)  =t=  ^   i  Følge  vore  Forudsætninger,  kunne  vi  altid  dividere  Differentiallig- 
ningen med  p  (x)  ,  og  Koefficienterne  i  den  nye  Ligning  opfylde  nøjagtig  de  saiiime  Be- 
tingelser som  før.    Vi  indsætte  nu  for  y  Rækkeudviklingen: 

oo 


y-9(A\Q)-^^g^-x    "^  (2) 


hvor  vi  antage,  at  Udviklingen  virkelig  begynder  med  Leddet  x^,  saa  at: 

3«  +."• 


Nu  haves: 


oo  oo 


^(X^^-^'^O-Z^'-'^K'') 


og  sættes: 
idet: 


P{x')--Xrf{x,Q) 


f  {X,  p)  =  (, .  (g-l) . . .  (p_  A  -f-  /)  +  Q  (Q-i)  ...{q-X  +  2).  p^  (x)  +  . . . .  -f  /;^  (x)     (3) 
erholdes  let: 


oo 


OD 


P  [il  te,  P) )  =  ^  </,  .  P  (.r<'+')  =  ^  s„  .  .r'+- ,  f  (.r ,(,+.), 


altsaa 


oo 


P(y) 


9„-f(^^Q+^)  ..T^"^^ 


Da  nu  Koefficienterne  p-  (æ)  ere  konvergente  efter  hele  positive  Exponenter  af  x  frem- 
adskridende Potensrækker,  saa  kunne  vi  skrive  (3): 

f{^,9)-f{Q)+n  (9)-X  + +/^  (p)  ..T> , 

hvor  Koefficienterne  f^(Q)  ere  hele  Polynomier  højst  af  Graden  X  i  q. 
Ved  Hjælp  heraf  faas : 


W 


oo 


V  =  o 

og  efter  Sammendragning  af  Leddene  *) : 

oo 

V  =z  o 

Skal  Rækken  (2)  tilfredsstille  Differentialligningen  (1),  maa  man  derfor  have: 
9^-f{Q)  =  0. 

9^  ■f(9  +  i)  +  9^J^{Q)-0. 


(5) 


9,-n9-\-v)  +  9,_J^9-\-^-^)  + -\-9rfv~A^+^^  +  3,-t:(9)-0. 

Da  nu  gf  4:  O ,  maa  altsaa : 

fi9)-0, 

som  viser,  at  Begyndelsesexponenten  q  netop  er  en  af  de  A  Rødder  i  den  „bestemmende" 

Ligning. 

I  det  følgende  er  det  imidlertid  fordelagtigt  at  se  bort  fra  Ligningen: 

9oJ{9)-0 

og  altsaa  betragte  g  ikke  som  en  Konstant,  men  som  en  Variabel.    Idet  da  gig)  er  en 

vilkaarlig  Funktion  af  g,  faas  af  Ligningssystemet  (5): 

9  (9)  •  h  ig) 

9   (p)  = ,  (^) 

f(9  +  l)-f{9  +  3)----f(9  +  r) 

hvor  h   (g)  er  en  hel  Funktion  af  g  bestemt  ved: 

f^{g-\-v-l)    f^{gJ^v~2)..,.  f^_^{g  +  l)  f^{g) 

fig+r-i)    f^(g  +  v-2)....  f^_^{g-\-i)  f^_^{g) 

O  f(g-\-v-2)....  f^_^{g  +  l)  f^_j9) 


{-l)\h(g) 


O  O  ..-fig  +  i)         t[(Q) 

*)    Sammenlign  Fuchs:    Grelles  Journal  Bd.  68,  Pag.  375. 


(7) 
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Betragte  vi  Udtrykket  (6),  se  vi,  at  den  rationale  Funktion  g^  (q)  i  hvert  Fald  kun 
kan  blive  uendelig,  naar  Nævneren  aftager  mod  Nul. 

Da  vi  nemlig  i  Virkeligheden  kun  ville  lade  q  variere  i  et  Omraade  omkring  Rødderne 
i  Ligningen :  /  (p)  =  O ,  og  da  disse  alle  ere  endelige,  kunne  vi  indskrænke  Variationen  af 
Q  til  et  i  det  endelige  helt  beliggende  Omraade. 

Da  h^  {q)  er  en  hel  Funktion  af  q  ,  kan  den  ikke  blive  uendelig  for  nogen  endelig 
Værdi  af  q  ,  og  den  arbitrære  Funktion  g  (q)  kunne  vi  altid  disponere  saaledes  over,  at 
det  samme  er  Tilfældet  med  den.  - 

Funktionen  gj,{Q)  kan  altsaa  kun  blive  uendelig  derved,  at  Nævneren  forsvinder. 
Dette  finder  Sted,  naar  mindst  en  af  Faktorerne: 

/((>  +  ^)  ,/(?  +  ^) f(9+^) 

er  Nul,  altsaa  naar: 

()  +  e  =  p,- , 

hvor  &  er  positiv,  hel  og  i  =  0,1,  2 X—l. 

Tænke  vi  os  nu  Rødderne  g.  ordnede  i  Grupper  som  i  Indledningen  angivet,  og  er 
€  Maximalværdien  af  Roddifferenserne  i  en  hvilken  som  helst  af  disse  Grupper,  sætte  vi : 

9iQ)-fi9  +  l)-f(Q  +  ^) /(9  +  «)-  CiQ),  (8) 

hvor  C  (g)  betegner  en  ny  arbitrær  Funktion,  og  faa  da  af  (6) : 

g,{Q)-nQ  +  ^  +  l)-f(Q  +  ^  +  ^)----n9  +  ^)'C{g).h^{Q)  for  »^  <  .     j 

Men  vi  kunne  aabenbart  altid  vælge  Omraadet  for  g  saa  hlle,  at  ingen  af  Størrelserne : 

g-{-  e  -\- 1 ,  g -]-£-]- 2 9  -\-v  bliver  lig  nogen  Rod  g. ,  og  Nævneren  i  den  sidste  For- 
mel (9)  derfor  heller  ikke  Nul. 

Altsaa:    Funktionerne  g  (g)   ere   endelige   for  alle  Værdier  af  g   i  det  betragtede 
Omraade. 

Er  Rækken  (2)  konvergent,  haves  derfor,  da  vi  have  set  bort  fra  Ligningen :  g  (g) .  f{g)  ^  O,  at : 

y  =  9  (x,  9) 
er  Integral  af  den  ikke-homogene  Differentialligning: 

Piy)-9(9)-fi9)'X'- 


2. 

Vi  gaa  nu  over  til  Undersøgelsen  af  Konvergensen  af  Rækken : 

oo 
g  (X,  «)  -  y  9,  .  x»+"'-  (2) 


V  =.  O 


Er  V  større  end  det  hele  og  positive,  endelige  og  bestemte  Tal  «  (Maximalværdien 
af  Rodgruppedifferenserne),  saa  kan  f{g  +  v-\-l)  ikke  blive  Nul  for  nogen  Værdi  af  g  i 
det  betragtede  Omraade,  og  ved  Formlerne  (5)  erholdes  da: 

9.+.  —  I-  (^  +\  +  ,)  •  [g.  ■/•.(?  +  ")+  g,-.  /;  (^  +  '-^>  + +S0-/.4,  H 


Sættes  for  Simpelheds  Skyld: 

\f,(9)\-^\(Q)   ;  1  9^9)  I   ==^^((»), 

erholdes,  da  Modulus  til   en  Sum  aldrig  er  større  end  Summen  af  Modulerne  af  de  en- 
kelte Addender,  at: 

■  ''-+•  <  FWTV+7)  ■  [«.  ■  ^,  (?  +  *)  +  «.-,  ■  -^^  (?  +  "—)  +  ••■•+«,•  n+,  W] 

Lad  nu  R  være  en  Cirkel,  hvis  Radius  er  et  vist  vilkaarligt  lille,  men  endeligt 
Stykke  mindre  end  den  Cirkel,  indenfor  hvilken  alle  Rækkerne  p.  (.r)  konvergere,  da  er 
Pf(x)  ligelig*)  konvergent  i  hele  Omraadet  R  og  paa  dets  Begrændsning. 

Det  samme  gælder  da  (se  Ligning  (3))  for: 


og  følgelig  faas  ved  Differentiation  med  Hensyn  til  x\ 


oo 


Betegner  M  (p)  Maximalværdien   af  i  /"^  ^  (.x,  q)  \  paa  Periferien   af  Cirklen  i?,  haves  i 
Følge  Caiiclujs  fundamentale  Ulighed,  at: 

M{g)>{v-\-l).F^__^^{Q).R'' 
og  følgelig: 

F^^^{(>)<M(q).R-''' 

Herved  erholdes: 

Betegnes  højre  Side  af  denne  Ulighed  a^  ,  ^  ,  da  er: 


G^,.M{q-\-v)  a^.F{Q-\-v) 

og  idet: 


V  I 

""^^  F{q-{-v+1)  R.FiQ-i-v  +  1) 


G   <a 

V  V 

haves : 

a   ,     <a      (      ^(P  +  ^O        ,   A_         F(Q  +  v)      X 

'•+>  -     \F{q^v+1)    -^   R   '    F{g  +  v-\-l)) 

Bestemmes  Størrelserne  b    for  y  >  «  ved  Rekursionsformlen : 

V 

»-+'         ''     \F{q-\-v  +  1)  ^  R      F{q  -f  V  +  i)  j  '  ^    ^ 

saa  haves  aabenbart: 

G   <a   <b  .  (11) 


V  V 


*)    Se:  Dini:    Fondamenti  per  la  teorica  delle  funzioni  di  varlabili  reali,  Pag:  102. 
Tysk  Udgave:  Grundlagen  etc,  Pag:  137. 
Julius  Petersen:    Vorlesungen  iiber  Functionentheorie,  Pag.  134. 
Jules  Tannery:    Introduclion  a  la  théorie  des  fonctions,  Pag.  133. 
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Da  nu  /(p)  er  en  hel  Funktion  af  Graden  A  i  (> ,  altsaa  f{Q-{-v)  en  hel  Funktion  af 
Graden  X  i  v,  saa  er  følgelig: 

lim  /^P  +  ^)       ^i 

og  derfor  ogsaa: 

.  =  00    Fi9  +  ^+^)    ~  /^^^ 

Vi  sætte  nu  endvidere:  |  p  |  =  a  og  betegne  vedM^.  Maximalværdien  af  |  jo/    (.t)  I  paa 

Periferien  af  Cirklen  R.    Er  da  tillige:*) 

?/y(o)  =  o  .  (d  +  i)  .  .  .  (a  +  A— -2)  .  M^  +  a  .  (ff  +  i) . . .  (ff  +  A-5) .  M^  + +  M^,     (13) 

erholdes  let  efter  Differentiation  af  (3)  med  Hensyn  til  x,  at 

M{q)<  W{o). 
Af  Identiteten : 

erholdes  strax: 

FiQ)<o'-h\f{Q)-Q'\,-  (14) 

og  da  Modulus  til  en  Sum  aldrig  kan  være  mindre  end  Differensen  mellem  Addendernes 
Moduler,  har  man  desuden: 

F{Q)>o'-\f{Q)-Q'\.  (15) 

Da  vi  have: 

/(e)  =  e.(e-i)....(p-A  +  i)4-p.(p-j)....(()-^A  +  ^)./^^(o)  + -]-p,io).  (16) 

saa  faas,  idet  |p.(0)  I  =  P.   og: 


at: 


y(a)  =  ff.(a+i)...(a  +  Å-i)4-a.((j+i)...(a+A--8).P  -f- ^p^-o\      (17) 


hvorved  Ulighederne  (14)  og  (15)  ændres  til: 

Fi9)<a^i-(p{o)  (18)| 

F(Q)>a^-<p(a)  .(19)1 

naar  blot  o  er  valgt  saaledes,  at  højre  Side  af  den  sidste  Ulighed   er  positiv;  men  da 
f/9  (o)  i  Følge  Defmitionsligningen  (17)  er  af  Graden  A  —  i  i  a ,  er  det  altid  muligt  at  vælge 
o  saa  stor,  at  Betingelsen  er  opfyldt. 
Nu  haves  altsaa: 

•'     M{Q-\-v)<W(\Qi-v\) 
og: 


følgelig  er: 


F(q-]-v-\-  1)>\q-\-v-\-i\^-(P{'Q-\'V  +  1\) 


Mig  +  v)  ^'{\q  +  v\) 


F(p  +  »/+    1)  \q  +  V-{-   l\^-(fi\Q+P+l\) 

*)    Her  og  i  det  følgende,  indtil  atter  q+v  optræder  som  Argument,  kan  q  variere  uindskrænket. 


11 

Men :  \  q  -{-  y\  <v-^  a  og:  \()-\-v-\-l  \>  v  -{- 1  —  a>-  v  — a ,  og  da  de  positive  Funk- 
tioner ^F{a)  og  a  —  rp  (a)  fra  en  vis  tilstrælikelig  stor  Værdi  af  Argumentet  a  at  regne  ere 
stadig  voxende,  saa  er  for  tilstrækkelig  store  Værdier  af  v: 

M{q-\-v)  "P'iQ  +  r) 

<- -.  (20) 


F (q  -\~  V  -{-i)  (v  —  o)    —  (p  {v~o) 

Her  er  (se  Ligningerne  (13)  og  (17) )  Tæller  og  Nævner  hele  Funktioner  af  i^ ,  og  da 
Tællerens  Grad  er  mindst  1  mindre  end  Nævnerens,  haves: 

som  i  Forbindelse  med  (12)  strax  giver  af  Ligning  (10): 

b   ,  1 

lim        -+«__. 


v=oo      h  R 

V 

OO 

Følgelig  er  Rækken :  \     b^  .  x    konvergent  overalt  indenfor  Cirklen  R ;  det  samme  maa 

*  =  o 

OO 

i  Følge  (11)  derfor  i  endnu  højere  Grad  gjælde  om  Rækken:  \     G   (q)  .  x^. 

v=  o 

Alt  saa:  Rækken: 

OO 


9ix,Q)^^g^(Q).x'+'  (2) 


er  ubetinget  konvergent  for  alle  Værdier  af  x  i  hele  det  betragtede  Omraade. 

Men  vi  kunne  udlede  endnu  mere  af  de  ovenfor  udviklede  Uligheder. 

Da  nemlig   Rødderne  i  /(p)  =  O  alle  ere  endelige,  kunne  vi  altid  vælge  et  saa  stort 
endeligt  Tal  t,  at  for  alle  Værdier  af  q  i  det  betragtede  Omraade  er: 

I  e  I  =  a  <  T  . 

For  tilstrækkelig  store  Værdier  af  v  faas  da  ved  (20) : 

M(q^v)                      ¥^*(j'  +  t) 
- < ^ .  (21) 

Fio  +  V-j-l)  {v  —  T)—(p{v~t) 

Desuden  faas  af  Ulighederne  (18)  og  (19): 

F  {q-\-  v)<{o-\-  v)  -{■  (p{a-\-v) 


og: 


følgelig: 


F{q  +  v)  <{v-\-%)   +(f{v-\- 1) 


F{()  -{  V  —  l)^(v  —  o)    —  ff  {v  —  o) 

F{q  +  v~  1)>  {v  —  t)   —  (p{v  —  t) 


< 


F(q  -\-  V—  1)  {v — t)   —  y  (r  —  t) 


(22) 
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Lad  os  antage,  at  Ulighederne  (21)  og  (22)  gjælde  fra  en  vis  Værdi  (jn)  af  v  at  regne. 
Beregnes  da  Koefficienterne  c^  for  v>/tt  ved  Rekursionsformlen : 

(v  —  t) <f)  (v  —  t)  R        (v  —  t)    ~  ^  (v  —  t)  J 


(23) 


'v-j-i 


og  vælge  vi:    c   >  ^'„j  saa  er:  c^>  b^;  men  da  i  Følge  (23)      lim    -^^  =  —  ,    saa    er 
Rækken:  \     c^  .  r*  ligelig  konvergent,   naar  r  er  vilkaarlig  lidt  mindre  end  R.    Man 

V  =  o 

kan  da  altid  afskjære  et  endeligt  Antal  {«)  Led  af  Rækken,  saa  at: 

oo 

'c   .r^Kå.r-', 


hvor  å  er  en  vilkaarlig  opgiven  nok  saa  lille,  men  endelig  Størrelse.    Vælges  nu  x  >  fi 
haves  aabenbart: 

CXD  I 


der  strax  viser,  at  Rækken   (5)  for  alle  Værdier  af  p  er  ligelig  konvergent  i  hele  det 
betragtede  Omraade. 

3. 

Lad   nu   som  tidligere  (Pag.  5)  angivet   p  ,  p q  _    være  de  til  en  og  samme 

Gruppe  hørende  ^Rødder  af  Ligningen:  /"(?)  =  ^ .    Af  disse  kunne  nogle  være  lige  store; 
vi  ville  saaledes  antage,  at 

g  -=  Q  =•' =  p        er  en         a-dobbelt  Rod, 

(>„  =  e„+,== =P^-.     "      «((*  —  «)        " 

O.  s.  V. 

Da  vi  have  sat: 

9{9)-f{Q+l)-f{Q-\-^) f\Q  +  e).C{Q),  (8) 

hvor:  «>p  — p        ,  saa  ses  det  strax,  at: 

^  (c)  +  ^  for  p  =  p^  —  p^  - ==  C„_  , 

9  (q)  —o    „     p  ==  p^  —  p^_|_^  = ^  P^-i  '^f  Ordenen  « 

9(9)  -O  „  e  =  (>^  +  p^_^^  --= —  py_^  „  „  /? 

O.  s.  V.,  altsaa  almindeligt: 

9{q  )  =  o  h  0  j  s  t  af  Ordenen  x  . 
Herved  erholdes,  at: 

/(p)  •  </  (e)  =  ^  for  p  =  p   ==  p   = ==  P  _    ^^f  Ordenen  a 

0  1  «       1 

o.  s.  V.,  altsaa  almindeligt: 
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t  {Q  )  -0(9  )  =0  mindst  af  Ordenen  x  +  i  . 

Følgelig  maa  den  x*«  afledede  af:  /(p)  .g (g) .  x^  med  Hensyn  lil  o  blive  Nul  for:  (»  =  (>  . 
Men  vi  have  (se  Pag:  8)  bestemt  g{x,Q)  saaledes,  at: 

er  en  Identitet ;  differentiere  vi  denne  «  Gange  med  Hensyn  til  o  faas,  da  Differentiations- 
ordenen  af  o:  og  p  kan  ombyttes ,  at : 

idet  vi  for  Simpelheds  Skyld  have  sat: 

vX 

~^[9i^,Q))-g^''Ho^.Q)' 
Følgelig  er: 

et  Integral  af  Differentialligningen: 

P{y)-o. 

Af  Defuiitionsligningen : 

oo 

g{x,Q)-=x^.Y'  qAq)-^''  (2) 


erholdes  ved  Differentiation  med  Hensyn  til  q  ,  idet  vi  paa  Grund  af  Rækkens  ligelige 
Konvergens  (se  Pag.  12)  kunne  differentiere  ledvis,  ved  Benyttelse  af  Leibniz's  bekendte 
DifFerentiationsformel  for  et  Produkt: 


(24) 


9<«>  (X, ,J  -^  ,/« .  Yl do  +  {'l)-  g^^'-'iO  .  log x  +  { I)  .  9^%,)  ■  (log  =cf  + 

V  =^  O 

+9AQ,)'(^ogxr].x''. 

Da  nu,  som  vi  ovenfor  saa ,  g  (q)  for  q  =  g    højst  er  Nul  af  x^^  Orden,  saa  kunne 

Størrelserne:  g  (g^)  ,g     (g^) g^'^\g^)  ikke  alle  være  Nul.    Deraf  følger,  for  at  bruge 

Fuchs'  Udtryksmaade*) ,  at  Integralet  g'''^' {x,g  )  „hører  til"  Exponenten  g  .  Vi  ville  i  det 
følgende  foretrække  en  noget  anden  Udtryksmaade,  idet  vi  sige:  „Integralet  g^^'{x,g  ) 
hører  til  Roden  g  ."  Idet  der  saaledes  til  enhver  Rod  g  svarer  et  Integral  /  =^-g^^\x,g  ), 
og  idet  vi  have  delt  Rødderne  i  Grupper,  blive  Integralerne  det  derved  ogsaa. 

Holde  vi  os  nu  foreløbig  til  de  til  en  og  samme  Gruppe  hørende  Integraler,  dele 
vi  disse  i  Undergrupper  saaledes:  den  første  Undergruppe  er  de  til  den  a-dobbelte 
Rod  g  =  g  =-....  =  g^_^  hørende  Integraler  /  ,/  .../_,,  anden  Undergruppe  de  til 
den  (|(?— «)-dobbelte  Rod  g^  =  g   ,    =  . . .  =  p^       hørende  Integraler  /  , /  ,    ..  .L      o.  s.  v, 

*)    Se  Grelles  Journal:  Bd.  66,  Pag.  155. 
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Betragte  vi  Udtrykket  (24),  se  vi,  at  den  logarithmefri  Del  af  Integralet  er; 

oo 


x^.y    gJ-^^Q^) .  x^ ,   som  ikke  kan  være  identisk  Nul,   da  g     (g  )  ^  0. 


V  =  o 


Den  laveste  Exponent,  hvormed  x  optræder  i  /  ,  er  altsaa  q  .    Heraf  følger,  at  der  ikke   * 
kan  bestaa  nogen  lineær  Relation,  i  hvilken  der  forekommer  et  og  kun  et  Integral  fra 
Undergruppen  af  højst  Nummer. 

Antage  vi  nu,  at  I^  og  /  ,  ^   tilhøre  samme  Undergruppe,  altsaa  at  p   ==  g^.^  ,  faa  vi 
efter  en  simpel  Omskrivning  af  (24),  at: 

oo  (X> 

+ +  9,  (ej  ■  (log  xT  ] .  x^ 

og  derefter: 

V.=^^-^^^^  +  ^'''-Xk    (^)  +  0)-^/''Ve,).loga:+...+^J.^/'V(>,).(log:r)''].a:'' 


som  vi  skrive: 


idet  Q    betegner  et  helt  Polynomium  i  logo:  højst  af  Graden  x. 

Ved  gjentagen  Anvendelse  af  denne  Formel  faa  vi,  stadig  under  Forudsætning  af,  at 
1,1,     ..../,     tilhøre  samme  Undergruppe,  at: 

/,+,-/,.  (log  .x/  +  x^.O.+,.  (25) 

Heraf  følger  nu: 

1)  Alle  de  til   en   og   samme  Undergruppe   hørende  Integraler  ere   lineært   uaf- 
hængige af  hinanden, 

2)  Til  en  (rH-i)-dobbelt  Rod  hører  altid  et  Integral  beheftet  med  mindst  r  Loga- 
rithmer. 

Antage  vi,  at  Integtalet  /    indeholder  netop  p  Logarithmer,  altsaa  er  af  Formen: 

/^=^a:^''-.[A^+(^^)A   .loga:+(|)A^.  (log  .T)'  +  . ...+(;)  A^.(loga-)P], 
hvor  A^  ere  konvergente  efter  hele,  positive  Potenser  af  x*  fremadskridende  Potensrækker, 

og  hvor: 

oo 

saa  viser  Definitionsligningen  for  Q   : 

oo 

««  =-  X  I ^'"^'*(^-^  +  (  " )  •  ».' "^^^«> .  log X  +  .  .  .  +  (__^  J .  g<%J  .  Uog x)']  .x\ 
atQ^  netop  indeholder/;  +  1  Logarithmer,  og  at  Koefficienten  til  {log xf^^  er:  (  ^!^^  )-^p' 
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Sætte  vi  paa  samme  Maade  som  før: 

x-t-i  x-j-i  "         '     ^  x-|-i 

indeholder  Q'x_j-,  /)  +  '2  Logarithmer,  og  Leddet  (logæ/~^^  har  Koefficienten  ("/JtJIA^. 
Derved  faas,  idet: 

at: 

indeholder  jO  +  -2  Logarithmer,  idet  (log  x)^^'^'^  har  Koefficienten 

[G.-M)+rø]-^  +  ''- 
Fortsætte  vi  denne  Betragtningsmaade,  erholdes  tilsidst: 
Q^,j.  indeholder  netop  p -{-  r -}- 1  Logarithmer. 

Beviset  gjælder  i  k  k  e  for  x  =  O  o :  for  den  første  Undergruppe ,  hvor  Q  meget  vel 
kan  være  logarithmefrit. 

Lad  os  nu  antage  Existensen  af  en  lineær  Relation  mellen  visse  Integraler  hørende 
til  forskjellige  Undergrupper.  For  Overskueligheds  Skyld  holde  vi  os  kun  til  to  Under- 
grupper, men  vor  Bevisførelse  er,  som  man  let  ser,  almengyldig. 

Er  den  antagne  Relation: 

omskrives  den  først  ved  Formlerne  (25)  til: 

[c^  +  c_  .  logx-  +  . . .  +  c,. .  (log  xfj  .  7„  +  x'"  .  [c,  .Q^  +  c,.  Q„^,  +  . .  . .  c,.  .  a„+,]  + 

[k^  +  fc  .  log  ,T  +  . . .  +  k^  .  (log  xf]  .  I^  +  x",  ,  [k^  .  Q^  +  k^  .  Q^^^ .  +  ...+/.,.  Q^^,]  =--  O 
Lad  endvidere  /    og  L  være  af  Formen: 

a      o     p 

L  -  ^'«  •  [\  +  \  ■  log:r  +  .  ■••  +  A^.  (logo:)^] 

lp  =  x'^  .  [b^  +  B   .  loga:+  .  .  .  .  +  ^^  .  (logrr)^] 

da  gaar  ved  Indsættelse  Relationen  over  til  et  h e  1 1  Polynomium  i  logo:.  Skal  dette  være 
identisk  Nul,  maa  i  Følge  en  bekjendt  funktionstheoretisk  Sætning*)  Koefficienterne 
identisk  forsvinde.  Disse  ere  Potensrækker  i  x,  og  den  lavest  forekomne  Potens  af 
X  er  x^^ ;  thi  da  /^  og  h  tilhøre  hver  sin  Undergruppe,  er  'tR  (g^)  >  'tR  (g o)  • 

Se  vi  nu  paa  Koefficienten  til  Leddet  (log  x)^'^^^^  er  Koefficienten  til  x^^  aabenbart 
k^  .  IQo  I  J  ,  idet  iQg  1  J  betegner  Koefficienten  til  den  højst  forekommende  (den  {q-^s-\-iy^) 
Potens  af  log  x  i  Qg\g ,  hvilken  Koefficient ,  som  vi  før  saa ,  maa  være  forskellig  fra 
Nul ,  idet  Iq  er  antaget  at  tilhøre  Undergruppen  af  højst  Nummer.  Skal  derfor  Leddet : 
k  •  |Q/3_i_s|  •  ^^'*  forsvinde,  maa  man  have  k^-=0^  men  er  k^-=0,  faa  vi  ved  paa  ny  at 

*)    Se  f.  Ex.:  Heffter  I.  c.  Anhang  Pag.  237. 
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anvende  samme  Betragtningsmaade ,  at  k^_^  ==  O  o.  s.  v. ,  hvoraf  følger,  at  den  antagne 
Relation  til  sidst  reduceres  til  kun  at  indeholde  Integraler  hørende  til  første  Undergruppe. 
Da  der,  som  vi  før  (Pag:  14)  saa,  ikke  kan  bestaa  nogen  lineær  Relation  mellem  de  til 
en  og  samme  Undergruppe  hørende  Integraler,  saa  have  vi  altsaa  nu  erholdt  Sætningen: 
Der  kan  ikke  existere  nogen  lineær  Relation  mellem  de  til  en  og  samme  Gruppe  hørende 
Integraler. 

At  de  til  forskjell ige  Grupper  hørende  Integraler  ere  lineært  uafhængige  af  hin- 
anden, er  umiddelbart  indlysende,  altsaa  have  vi  nu  følgende  Fundamentalsætning: 

I.  Alle  de  A  Integraler/  afFormen  g-^  (^  ,Q  ),  der  svare  til  deARødder 
i  den  bestemmende  Ligning  /(p)=^^^,  ere  lineært  uafhængige  af 
hinanden. 

Ved  Hjælp  af  de  til  en  og  samme  Gruppe  hørende  Integraler: 
danne  vi  nu  Funktionen: 

j  =y  c  .1 

hvor  c  betegne  arbitrære  Konstanter;  om  denne  Funktion  kunne  vi  da  sige: 

1)  Den  tilfredsstiller  Differentialligningen  P  (y)  =  O . 

2)  Den  indeholder  m.A^1  arbitrære  Konstanter, 

3)  De  enkelte  Led  g"^'  (.r,  q  )  ere  lineært  uafhængige  af  hinanden. 

En  Funktion,  der  opfylder  disse  tre  Betingelser,  ville  vi  kalde  det  almindeligste  til 
Roden  p    hørende  Integral. 

Sætte  vi  nu: 

g  (.T,  ())  —  C  (p) .  h  (.T,  p) , 

hvor  altsaa  i  Følge  (2)  og  (8): 

oo 


V 

V  =  o 

idet: 


«((,)  =  /(()  +  i)./-((>  +  5). .../((,  +  .) 

H   (q)  = 

saa  haves  umiddelbart: 

g^%,  g)  =  C  (g) .  h^''\x,  p)  +  (^)  •  C^\)  •  h^'"'%,  ?)  +  ...•  +  C^%)  •  h  {x,  q), 
der  viser,  at  g^^\x,Q  )  i  Almindelighed  indeholder  z-^-l   arbitrære  Konstanter:    C(p^), 

C^'V ) &\g  )  forudsat,  at  ingen  af  Funktionerne:  h(x,Q  ),  h^'\x,  g)....  /i^''\.t,  g) 

forsvinde  identisk.    Da  nu: 
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v  =  o 

oo 


+ 


+  H({.).(iog.Ty-^].x^+'' 

oo 


kun  kan  være  identisk  Nul,  naar: 


oo 


oo  oo 


oo 


oo 


oo 


(u 


(?)  .^/V\p) .  .^•'+' +{;)  -'%) .  X"«"'^"(^)  ■  '^^^  + 


^,y>{(,).^H(().x<'+'^o, 


som  aabenbart  kunne  skrives: 

oo 


^[a;(p).//>)] 


v.P-W 


OO 


X^["(^'-^>)1-^ 


c-f-"  = 


oo 


.T^"^^=0 


y-l^[.(,).//»].a 
-^^ —  do 

saa  er  Betingelsen  for,  at  h^'^x^g  )  forsvinder  identisk,  at  (io{q).H^{q)  for  Q  ^ Q^  ei*  Nul 
af  Ordenen  7  +  -^  foi'  alle  Værdier  af  Mærketallet  v .  Tillige  vise  ovenstaaende  Identiteter, 
at  dersom  h^''\x,g)  forsvinder  identisk  for  Q^Q^,  gj^i'e  alle  Funktioner:  lv~~^'{x,  g), 
lv^~^\x,  g) /i  Ct,  g)  det  ogsaa  samtidigt.   Idet: 

g,,  (e) 


a,(e).//„(p)== 


kunne  vi  ogsaa  udtrykke  os  saaledes: 


C{g) 


.  a(^)/ 


Den  nødvendige  og  tilstrækkelige  Betingelse  for,  at  Funktionerne:  Ir  \x,  g  ), 


>- O 


h        \x,  g  ) .  .  .  .  h{x,  g  )  forsvinde  identisk,  er,  at  alle  Funktionerne  g^{g)  for  g -^  g    ere 
Nul  mindst  af  Ordenen  r  +  J  og  mindst  en  ikke  af  bøjere  Orden.    Er  denne  Betingelse 
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opfyldt,  indeholder  det  til  Roden  g^  hørende  Integral  /^  ikke  n-{- 1 ,  men  derimod  kun 
K  ~  r  arbitrære  Konstanter:  C  (g  ),  C  (gj  ...  0^'~'~^\g  ),  og  samtidigt  er,  hvilket  let  ses 
af  (24),  den  i  Integralet  g  (x,  g  )  optrædende  højeste  Potens  af  log  x  den  (x  —  r  — i)^% 
eller  med  andre  Ord  det  til  Roden  g  hørende  Integral  indeholder  kun  y.  —  r—l  Loga- 
rithmer,  en  Omstændighed  vi  senere  komme  tilbage  til. 

Da  desuden  Funktionerne:  lr\x,  g  ),  h^^~'\x,  g  )  ....  h{x,  g)  ere  lineært  uaf- 
hængige af  hinanden,  idet,  som  man  let  ser,  en  lineær  Forbindelse  mellem  /z'erne  med- 
fører en  lineær  Forbindelse  mellem  ^'erne,  have  vi  nu  altsaa  følgende  Fiindamentalsætning : 

II.  Dersom  der  blandt  Funktionerne  g  (g)  existerer  blot  en  eneste,  som  op- 
fylder Betingelsen:  g(g):^0,  saa  er  /  =- g^^\x ,g  )  det  almindeligste  til 
Roden  (>  hørende  Integral;  men  dersom  der  blandt  Funktionerne  g  {g) 
existerer  en,  som  for  g  =^  g  er  Nul  af  Ordenen  r-\-l  og  ikke  af  højere 
Orden,  medens  alle  de  øvrige  ere  Nul  mindst  af  denne  Orden,  saa  inde- 
holder det  til  Roden  g  hørende  Integral  x  —  r  arbitrære  Konstanter, 
og  den  højst  forekommende  Potens  af  log.T  er  den  (x  —  r  —  ly 


\te 


Specielt  indeholder  det  til  Roden  g  hørende  Integral  kun  en  eneste  arbitrær  Kon- 
stant. Er  derfor  g  en  saadan  Rod  i  f{g)  =  O ,  at  ingen  anden  Rod  er  et  positivt,  helt  Tal 
større  end  den,  saa  er  en  Funktion,  paa  en  konstant  Faktor  nær,  fuldstændig  be- 
stemt ved: 

1)  at  være  Integral  af  Differentialligningen  P{y)  =^  O , 

2)  efter  at  være  divideret  med  x^  at  være  entydig  i  Omegnen  af  Nulpunktet  og 
for  x  =  O  have  en  opgiven,  endelig  og  fra  Nul  forskellig  Værdi. 

For  at  hindre,  at  Koefficienterne  i  Rækken  g{x,  g)  bleve  uendelige  for  nogen  af  de 
betragtede  Værdier  af  den  Variable  g,  have  vi  (se  Pag:  8)  sat: 

9iQ)-f(Q  +  l)'f{Q  +  ^) /(?  +  0.  C(g)  (8) 

hvor  e  var  Maximal værdien  af  Rodgruppedifferenserne  i  /"(p)  =  0.  Som  man  let  ser,  have 
vi  i  Beviset  kun  brugt,  at  s  mindst  var  saa  stor  som  den  største  af  Rodgruppedifferen- 
serne. I  Virkeligheden  er  der  intet  til  Hinder  for  at  tillægge  «  en  nok  saa  stor ,  men 
endelig,  positiv  og  hel  Værdi.  Dette  kan  være  til  Nytte,  naar  man  i  Praxis  vil  beregne 
Udviklingen  af  Funktionen  g{x,g)  op  til  en  bestemt  Potens  af  x  f.  Ex.  den  (p  +  x)*® 
Sætte  vi  da  «  =  x,  blive  alle  Funktions-Koefficienterne  g  (g),  som  den  øverste  Formel  (9) 
viser,  hele  Funktioner  af  g,  saa  man  undgaar  den  Ubekvemmelighed  at  skulle  differen- 
tiere brudne  Funktioner.  Den  arbitrære  Funktion  C  (g)  kan  da  altid  vælges  saaledes,  at 
de  arbitrære  Konstanter  faa  de  ved  den  enkelte  Opgave  forudgivne  Værdier. 

Endnu  en  Lettelse  i  den  praktiske  Udførelse  ville  vi  henlede  Opmærksomheden  paa. 
Vi  have  sat  p{x)  ==  J,  men  benytte  i  Beviset  kun,  at  p{x)  ^  O  for  alle  Værdier  af  a:  i  det 
betragtede  Omraade.  Er  derfor  p^{x)  rationale  Funktioner  af  x,  kunne  vi  efter  Multi- 
plikation med  en  passende  Generalnævner  sige,  at  p(x)  og  p-(x),  og  derfor  ogsaa  f  (x,  g), 
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ere  hele  Funktioner  af  x .  Benyttes  derefter  Rekursionsformlerne  (5)  til  Beregning  af 
Koefficienterne  g^  (g),  saa  bliver  denne  saa  meget  simplere,  fordi  Funktionerne  f  (q)  blive 
Nul,  naar  v  er  større  end  Graden  af  den  hele  Funktion  f{x,  g).  Udviklingen  er  da  gyldig 
indenfor  en  Cirkel  omkring  Nulpunktet,  i  hvis  Indre  p(x)  ikke  forsvinder. 

Forinden  vi  gaa  videre  i  den  almindelige  Theori,  ville  vi  anvende  det  udviklede  paa 
nogle  simple  Exempler. 

Exempel  1. 

x\i/'^  +  3x.i/^-^a.y==0,  (26) 

hvor  a  er  en  reel  Konstant. 
Vi  have  her: 

p(x)  =  l;  p^  (x)  =  3;  p^(x)^a  , 

saa  vor  Udvikling  er  gyldig  i  hele  Planen*). 

Ved  Formel  (3)  erholdes  da: 

f(x,Q)  =  Q.(Q  —  l)-\-3Q-Jra 
og  følgelig: 

■      m-Q^  +  ^Q  +  a;  f^ig)-=0  for  v>l, 

hvorefter  Rekursionsformlerne  (5)  give: 

saa  at  Integralet  bliver: 

9ix,Q)^g{Q).x'.  (27) 

Da  fig)  ==  O  har  Rødderne:  —  ^  ±y^  —  « j   sætte  vi : 

g^--  —  l-\-Vl  —  a      ;      Q^=^-l  —  Vl  —  a  . 
Det  fuldstændige  Integral  af  (26)  bliver  da: 

y=-g{Qj.x^^+g(g^).x^^  , 
hvor  g  (g  )  og  g  (g)  ere  arbitrære  Konstanter. 
Høre  Rødderne  til  samme  Gruppe,  skal: 

Q  —9  =  +  3.Vl—a 


o  1 

2 


k 
være  et  helt  Tal;  dette  finder  Sted  for  a=  i  — j,  k  vilkaarlig  hel;  derved  ændres  g  og  g  til : 

Integralerne  g  (g  )  .  x  ^  '^  ''  og  g  (g) .  x~^  ^  vedblive  dog  at  være  forskjellige,  med  mindre 
k=  0.  I  saa  Tilfælde,  altsaa  naar  f{g)  =  O  har  lige  Rødder,  faas  ved  Differentiation  af 
(27)  med  Hensyn  til  g: 

g^"\x,  g)  =  g  (o) .  x^  .  logæ  +  g^%)  .  æ^ 

*)    Her,  som  overalt  i  det  følgende,  bruges  Udtrykket  „hele  Planen"  som  ensbetydende  med  „hele 
den  endelige  Del  af  Planen". 
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saaledes  al  det  almindeligste  til  Dobbeltroden  —1  hørende  Integral  bliver: 

,      ..     log  X   .      (,),      .,       1 

y  -  9  (-1) .  -^  +  9^  \—i)  •  —  r 

hvor  g  (—  i)  og  g    {—  l)  betegne  arbitrære  Konstanter. 

Exempel  2. 

x" .  y^'^  —  3x' .  i/'^  i-4x.  y^*^  -4y  =  0  *) 
Vi  have :  p{x)  =^  l ,  p  {x)  =  —  2 ,  p  (x)  ^  4 ,  p  (o:)  ==  —  4 ,  saa  at  vor  Udvikling  og- 

saa  her  er  gyldig  i  hele  Planen. 

Den  bestemmende  Ligning*)  bliver: 

g.(g-l)(g-3)-2Q.(Q-l)-{^4Q-4^0 

med  Rødderne  g  =  2  ,  o   =^  2,  q  =1 . 

0  12 

Rødderne  høre  alle  til  samme  Gruppe,  og  g    og  q    danne  for  sig  en  Undergruppe. 
lå^i  f{Q)-={Q-l){Q-2)\  f^(Q)  =  0  Og  s^l,  sætte  vi: 

9(Q)-Q-(Q-lfC(Q) 
og  erholde  da  let  ved  Rekursionsformlerne  (5):  g  (q)  =  0. 

Følgehg  haves: 

g(x,Q)===Q.(Q-l)\C{Q).x'. 

Det  almindeligste  til  Dobbeltroden  g   ==  2  hørende  Integral  bliver  da: 


1 


g^'\x,  Q^)  =  x' .  (C  +  C^ .  logæ) 
medens  det  til  Enkeltroden  g  =1  hørende  Integral  er: 

g^"\x,  Q^)  ==  C  .  X  . 

Det  fuldstændige  Integral  af  den  forelagte  Differentialligning  er  saaledes  fundet 
al  være: 

2  2 

y  =  Cx  -^  C  X  .  log  X  -\-  C  X . 


1 


Exempel  3.    Bessels  Ligning. 

X  .  g^'^  +  a- .  y^'^  +  {x  -  n) .  y  ^  0.  (27) 

Vi  kunne  aabenbart  forudsætte  9i  (n)  >  O ,  uden  at  den  forelagte  Ligning  derfor  bliver 
mindre  almindelig. 

2  2 

Da:  p(x)=^  1;  p  {x)  =  1;  p  {x)  =  x  —  ii  ,  er  vor  Udvikling  gyldig  i  hele  Planen. 

2  2 

Desuden  haves :  /(a-,  (>)  =  p  .  (o  —  i)  +  (>  +  (x  —  ii)  og  følgelig: 

f(Q)^i"-n  ■,f^{Q)-- O  ■,fliQ)^l;f^ig)  ^  O  ior  v>  3. 
Derved  giver  Formlerne  (5): 

*^^^+^  -^^^  iQ-\'2v-\-n){Q  +  2p  —  n) 

*)    Se  Malmsten.    Grelles  Journal  Bd.  39,  Pag:  102. 

**)  Malmsien  (1.  c.  Pag:  102,  Formel  (15))  har  den  bestemmende  Ligning;  han  bruger  imidlertid  kun 
en  af  dens  Rødder  og  faar  derfor  ikke  strax  det  fuldstændige  Integral,  men  ved  Hjælp  af  den 
fundne  partikulære  Opløsning  ændres  den  forelagte  Differentialligning  til  en  binom  Ligning. 


hvorved  Icl  erholdes 


hvor 


(lAq) 
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i-if-aiQ) 


y>A9) 


fp^ig)  -  (o  +  3  i-  n)(Q  +  3  -  n)  .{q  +  4  +  n)  (q  -^  4-  n) . . . .  (g  -^  3  p  J^  n)(g  ^  j2„-  n).     (28) 

Da  den  bestemmende  Ligning  har  Rødderne  +  n  ,  danne  vi  g    (+  n)  og  g    (—  n)  og 
faa  da,  idet  vi  sætte: 

C  (9) 


at: 


C(n) 


Ci-n) 


v\2''\r{v  —  n  +  i) 

Sættes  endeHg  for  Simpelheds  Skyld  C  {n)  =  ^~  "  .  C^  og  C  {—n)  =  ^"  .  C^,  hvor  C^  og 
C^  betegne  arbitrære  Konstanter,  saa  bliver  det  fuldstændige  Integral  af  den  Besselske 
Ligning: 

y  =  C  .11  -\-C  .y  , 

hvor : 

(29) 


oo 


2 
oo 


'  .^0  rir{v-n  +  l) 
saa  at  vor  Ligning  i  Almindelighed  er  integreret  fuldstændig  ved  Hjælp  af  Cylinderfunk- 
tioner af  første  Art.*)  Er  2 n  et  helt  Tal,  høre  Rødderne  ±7?  til  samme  Gruppe; 
Integralerne  (29)  vedblive  dog  at  være  forskjellige  med  mindre  ii  er  hel,  i  hvilket  Tilfælde 
de  II  første  Led  i  y^  falde  bort,  og  Integralerne  y^  og  y^  altsaa  blive  identiske.  For  i  saa 
Fald,  altsaa  naar  n  er  et  positivt  helt  Tal,  at  finde  det  manglende  Integral  gaa  vi  frem 
paa  følgende  Maade: 

Da,  som  vi  før  saa,  S'.^    .  ^C?)  =  ^,  ville  vi  for  Simpelheds  Skyld  sætte: 


oo 


(/(Æ',g)=^^r/^(g).a;^+^^ 


(30), 


hvor: 


9A(f) 


og  da  £  '^  2ii  haves : 

9{Q)-(Q  +  ^  +  n)iQ  +  2-ii)(Q-{-4  +  n){g  +  4-n)....(Q  +  n)(Q  +  3ii).C(Q) 


*)    Niels  Nielsen:    Udviklinger  efter  Cylinderfunktioner.    Nyt  Tidsskrift  for  Matematik  Afd.  B.  9de 
Aargang  (1898)  Pag:  73. 
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og  følgelig  ved  Formlerne  (9),  Pag:  8: 

g,(i>)-(-lf-  i9  +  ^r-^2  +  n).ii,+  3v  +  3~n) (^-/i)  (g  +  3n)  .  C  ((>),  ^  <  n,   (31) 

^v  ^^^  ==  (g  +  3  n-i-  2)  (g  +  11  +  5) (p  -f  ^  ^  _|_  n)  (e  -M  »^  -  n) ' ''  —  '"'  ^  ^^ 

Ved  Differentiation  af  (30)  med  Hensyn  til  g  erholdes: 

oo 
g^'\x,  e)  -  ^  [  </„(?) .  logx-  +  3/'>((.)]  .  x»+"' 

og  derpaa: 

n  —  1  OO 

Tages  det  logarithmiske  Differential  af  (31)  erholdes  efter  en  simpel  Reduktion,  idet  g  =  — /J, 

gJ"(.°.)-(-i)'-'.^"'""-'-  C'-";;^)'"'  .c(,,) 

og  følgelig: 

';|^[<,>p.logx-  +  a;'>((,^)].:r'-+-  =  (-i)"-'.^"-'.«  !  C(p;  .'^'("-;-^)  '    .  (|)— "■ 


Paa  samme  Maade  faas  af  (32): 


9,(q)  c  (g)  ,±^; 

Derefter  dannes  let: 

{-l)\n\C{g) 


Z_  [g  +  3s-{-n'^g  +3s—n\ 


o  (o  )  =  —^ 

"1  o2»'  — 


3  .vi  {n—v)  ! 


saa  at  man  har: 

oo  oo  v    /"icyv— " 


j'  !  (/2 — I') ! 


Ombyttes  heri  v  med  v  +  n  erholdes  umiddelbart : 

OG  oo    .        .y    /^"Viv+n 

y|^>>loga-+r/^'>(,)l.a;^'+^''=(--i)\y\/z!fC((,).loga'+C^^V)).y^_^ 

oo     (,        .V     {X\2v-hn      "  +  »'  \ 

-  (-  ly . .»-'  „  -  c-(„ ) .  y  ^zi_kz__ .  y  ri + ^ 
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Sættes  endelig  for  Simpelheds  Skyld: 

^"~' .  /H  C  (-  n)  =  C-,  t .  n  !  &\~  n)  =-  C  , 
faas,  idet  p  =  +  '*;(>  =  —  '^  j  ved  Indsættelse  i  (33)  strax : 

o  1 

g^%,  q)  =  (-J)"  .  (C  +2C^.  logx)  .y^^C^.y^, 
hvor,  som  man  let  ser,  y    ligesom  før  er  en  Cylinderfunktion  af  første  Art,  medens : 

Sættes  C^  =  c '  +  6\  (7^ ,  hvor  C  er  Eiilers  Konstant,  bliver  Faktoren  til  C^  netop  en 
Cylinderfunktion  af  anden  Art*),  saaledes  at  vor  Integrationsmethode  direkte  har  ført 
os  til  denne  Funktion  i  sin  simpleste  Fremstilling.  Dette  er  ikke  uden  Interesse,  naar 
man  erindrer,  at  Lommel' s  tiLsvarende  partikulære  Integral**)  ikke  er  nogen  Cylinder- 
funktion af  anden  Art,  og  at  Neumann***)  kun  har  angivet  et  ret  ubekvemt  Udtryk  for 
en  saadan  Funktion. 


4- 

Vende  vi  nu  tilbage  til  vort  Hovedproblem,  kunne  vi  med  Lethed  udlede  Betingel- 
serne for,  at  det  til  en  Rod  q  hørende  Integral  g  (x,  q^  er  logarithmefritf).  En  nød  ven- 
dig,  men  ikke  tilstrækkelig  Betingelse  er,  at  g  er  Enkeltrod  i  den  bestemmende  Ligning 
f{Q)  =  0,  da  der,  som  vi  tidligere  (Pag:  14)  have  set,  til  en  (r -|- ^)-dobbelt  Rod  altid 
hører  et  Integral  beheftet  med  mindst  r  Logarithmer.  Som  tilstrækkelig  Betingelse 
faas  ved  vore  almindelige  Betragtninger  Pag:  17 — 18,  at  alle  Funktionerne  g  (q)  for  p  =  p 
skulle  være  Nul  af  Ordenen  x .    Men  vi  have  sat : 

9(q)-K(q) 
9  (?)  — ' ,  (6) 

og  g  (q)  er  for  p  =  (>    Nul  af  Ordenen  «  ;  følgelig  maa  Udtrykket : 

K(9) 

H  (q)  = 

nQ  +  i)-fiQ  +  ^) f(Q-hv) 

ikke  blive  uendeligt  (or  q  =  q  .    Da  nu : 

g  {g) 
gaa  Rekursionsformlerne  (5)  over  til: 

H^-f(g  +  v)  +  H^_^.f^{g  +  p-l)-\- -^H.f^(g)  =  0. 

*)    Niels  Nielsen:    Évaluation  nouvelle  des  intégrales  indéfinies  et  des  series  infinies  contenant  une 

fonction  cylindrique.    Annali  di  Matemalica:  S.  III,  t.  VI,  Pag.  47,  (Milano  1901). 
**)    Lommel:    Studien  iiber  die  Bessel'schen  Functionen  Pag.  86. 
**')    Neumann:    Theori  der  Bessel'schen  Functionen  Pag.  52. 
t)    Sammenlign  Fuchs:    Grelles  Journal  Bd.  68;  Pag.  .373-78. 
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Ere altsaa  H  _,  H  _^ H  alle  endelige  for  q  =  q^,  saa  er  H  . [(q  +  v)  det  ogsaa. 

Men  da  H^l,  saa  er  H   (g)  endelig  for  alle  Værdier  af  Mærketallet  p  med  Undtagelse  af 
de  Værdier,  for  hvilke  p   +  r  er  Rod  i  Ligningen  /(())==^,  altsaa  for  Værdierne: 

Skal  H  (o  )  være  endelig  for  r  =  g  —g  ,  er  det,  forudsat  at  g  er  Enkeltrod  i 
j'(^Q^  =  0,  nødvendigt  og  tilstrækkeligt,  at  h  (g)  for  g=g  er  Nul  af  første  Orden.  Erp  _^ 
ogsaa  Enkeltrod,  bliver  Betingelsen  for,  at  //  (p  ),  for  r  =  p  _  — g  ,  er  endelig,  at  h  (g) 
for  g  =  g    er  Nul  af  anden  Orden,  altsaa  at : 

h  ^'\g  )=-0  for  v^g         —g    . 

Erp        Dobbeltrod  (o:  g        -=p       ),  bliver  Betingelsen  for,  at //  (o)  for  r  =^  g        —g 
er  endelig,  at  h  {g)  for  g  -==  g    er  Nul  af  anden  Orden,  altsaa  at : 

der,  idet  p       — p=p        — p,   er  identisk  med  den  Betingelse,  vi  ovenfor  udledte 

under  Forudsætning  af,  at  baade  p  _    og  p  _    vare  Enkeltrødder. 

Fortsætte  vi  denne  Betragtningsmaade,  erholdes  derfor  tilsidst: 

Den  nødvendige  og  tilstrækkelige  Betingelse  for,  at  det  til  Enkeltroden  p^ 
hørende  Integral  er  logarithmefrit  er,  at  Ligningerne: 

h  (g)  ==  O  for  »'  =  p        —  p 

V  ^^  ■'  *X 1  ^x 

h}'''  (p)  ==  o  for  ,.  =^  p        —  p 


V  '^(^)  ^^  f^^^  «'  =  (>o  — e« 

ere  tilfredsstillede  af  p  ==  p  . 

Af  særlig  Interesse  er  det  Tilfælde,  hvor  alle  Rødderne  i  den  bestemmende  Ligning 
tilhøre  samme  Gruppe.  Søge  vi  da  Betingelserne  for,  at  samtlige  Integraler  ere  logarithme- 
fri,  blive  disse,  dels  at  den  bestemmende  Ligning  ikke  maa  have  multiple  Rødder,  dels  at 

de   for   'A  =  1 ,3 X  —  1   ovenfor   opstillede      ^  7"  ^   Betingelser    alle   samtidigt   skulle 

være  opfyldte. 

5. 

Integrationen  af  den  homogene  lineære  Differentialligning: 

P{ij)  =  0  (1) 

er  altsaa  ført  tilbage  til  Bestemmelsen  af  Funktionerne: 

oo 
9(x,(.)-^3,to..T<'+'',  (2) 

V  —O 

der  foruden  den  Variable  ;r  indeholde  den  foranderlige  Parameter  p . 
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Til  Bestemmelsen  al"  Funktionerne  g  {(j)  have  vi  erholdt  Rekursionsformlerne : 

9MJiQ  +  '^)  +  g,_Aif)-fiQ  +  ^-^  + +^/4')-/,_,  (?  +  ^)  +  ^(c)/,(o)  =  0.    (5) 

Af  denne  Formel  ville  vi  nu  udlede  en  anden,  der  ofte  er  nok  saa  bekvem  til  Be- 
regning af  Funktionerne  g  (p) .    Vi  sætte : 

altsaa  specielt  for  v  =  0: 

G((')=^-^  (35) 

og 

oo 

G  (.T,  (>)  =  ^  G^  {g)  .  ;r^  +"  =  fth  g  (g)  '  ^-^'^ 

Funktionerne  G  (æ,  q)  ,  hvor  q  er  variabel,  ere,  som  Defmitionsligningen  (36)  umiddel- 
bart viser,  fuldstændig  bestemte  ved: 

1)  at  skulle  tilfredsstille  Differentialligningen  P  (y)  =  x^  , 

2)  at  gaa  over  til  sig  selv  multipliceret  med  en  Konstant,  naar  .t  omkredser  Nulpunktet. 

3)  efter  Division  med  x^  for  x  =  O  at  antage  Værdien 


,    Heraf  følger,  at  Ligningen: 

oo 

X^v  W  •  /'(^'  ^+r).  .x^+''  =  x'  (37) 


V  =  o 


maa  være  en  Identitet;  thi  man  faar  G  (p)  =  y^^  og  for  G^(q)  netop  den  samme  Rekur- 
sionsformel  (5)  som  for  g  (g) .  Da  (5)  selvfølgelig  er  en  Identitet  i  g ,  kunne  vi  for  g 
eflerhaanden  sætte  g  -^-1 ,  g  -]-  ^ Q  -h  ^  —  ^-  Man  erholder  da  aal>enbart  Lignings- 
systemet: 

G^(g).f(g  +  v)+G^_^ig).f^ig  +  v-l)i-....-^G^ig).f^_^ig  +  l)  +  G{g).f^{g)^0 
G^_,ig  +  l)-f{g-^v)  +  G^_^{Q  +  l).f^(g-]-v-l)i-...  +  G{g  +  l).f^_^{g  +  l)    =--0 


G    (g  ^  r-1)  .fig  -{-  v)  +  G  (g  +  V  -  1)  .f  (g  +  V  -  1)  =0 


(38) 


Multipliceres  disse  Ligninger  med  henholdsvis  f{g) ;  f  (g)  •  •  ■  -  f  _^  {g)    og    adderes, 
erholdes : 

F,JiQ  +  r)  +  F^_^.f^(g  +  v-l)+ _|- F  ./;_   («  + i) +/-(p) .  G  (p)  ./;  (p)  =  |     ^^^^ 

f(g-\-v).Gig  +  r).f^ig)       J 
idet  vi  for  Simpelheds  Skyld  have  sat: 

fip)'G^ig)-\-f^(g).G^_^ig  +  l)-{-...  +  f^_^{g).G^{g  +  v-1)+^g).G{g  +  v)^F^.    (40) 

Men  da: 

f{Q-\~^)-G{Q-{-v)^f{g).G{g)-^l 

4 
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saa  erholdes  af  (39) : 

F^.f\Q  +  r)  +  F^_^.f^iQ-i-v-l)  +  ....  +  F^.f^_^{Q  +  l)  =  i).  (41) 

Desuden  haves  umiddelbari  af  (40)  for  v-=l: 

F  =/((,). G  (())+/;  ((,).&(()  + i), 

som  ved  (35)  kan  omskrives  til: 

'~     Giv)        fiQ+i)'  Gii>).fiQi-l) 

som  ved  den  sidste  Ligning  (38)  giver: 

F  =0. 

Derpaa  give  Rekursionsformlerne  (41)  almindeligt: 

F  =0, 
og  følgehg  ved  (40): 

/■(c)-^,(p)+/; ((>)-^,_.(?+^)+- •••+/;_. (p)-^,((>+»'-^)+/;(p)-^(p+»')=^,  (42) 

som  er  den  ønskede  Rekursionsformel  til  Bestemmelse  af  G^{q)  og  derigjennem  af  g^io)^ 

Denne  Formel   har   fremfor  (5)  den  Fordel,   at   man   kun   behøver   at   bestemme  Funk- 
tionerne /(o)  ,/■(?)....  f^_^  (,o)  og  ikke  som  ved  (5)  tillige ({q  +  v),f^  {q  +  v—1)  . . .  f^_^  (q  + 1). 

Skrive  vi  (5)  paa  Formen: 

^(e)./,(e)  +  ^^(p)-/;_,(e  +  ^)  +  .---  +  ^,_,((>)-/,  (i'  +  ''-^)+^. ({')•/(?  +  ")  =  ^ 

faa  vi  ved  Sammenligning  med  (42)  en  ejendommelig  Reciprocitet  mellem  Funktionerne 
g  (e),/  (g)  og  G  (q),  idet  enhver  Ligning  udledt  af  (5)  vedbliver  at  være  rigtig,  naar  g^ig) 

ombyttes  med  /  (g)  og  samtidigt  /"  (p)  med  G  (g)  eller  omvendt. 

Multipliceres  Ligningssystemet  (42)  med  x^'^^  og  adderes  Ligningerne  erholdes  aaben- 
bart  ved  (35)  og  (36): 

CX) 

'  f^(g)-G{x,g  +  r)=x'  (43). 

Er  f(x,g)  en  hel  Funktion  i  rr,  saa  indeholder  venstre  Side  kun  et  endeligt  Antal 
Led;  Ligningen  er  da  at  opfatte  som  en  Funktionalligning,  som  G(x,g)  skal  til- 
fredsstille. 

Vi  ville  nu  anvende  de  udviklede  Formler  paa  nogle  specielle  Tilfælde. 

Exempel  4.    Cauchys  Ligning*). 

P{y)=^a^.x'y^'^-^a^.x^-'i/-'^  +  ....-^aj^.ij-=0, 
hvor  Koefficienterne  a.  ere  konstante  og  a   =t=  ^ . 

Man  faar  let  af  Definitionsligningerne  (3)  og  (4): 
fig)-a^.g.{g-l)...{g-X-}-l)  +  a^.gig-l)...{g-X+2)-^...Jra^;f,(g)  =  0fovp>l. 

Derved  ændres  Ligning  (42)  strax  til: 

f(Q)-G^ig)--0, 

*)    Gauchy:  Exercices  Bd.  I,  Pag:  262. 
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som,  da  /(p)  ikke  kan  være  identisk  Nul,  umiddelbart  giver: 
og  følgelig  ved  (^)r 

Heraf  ser    man,   at  de  til  Enkeltrødderne  q  i  f{g)  =  0  hørende  Integraler:  C{q).x^ 
alle   ere  forskjellige,   selv    om  Rødderne  q  tilhøre    samme  Gruppe. 

Er   derimod  q  en  r-dobbelt  Rod,  bliver  det  dertil  hørende  Integral: 

^'  .  [C^%)  +  C^"~\)  ■  loga:+  &'-%)  .  (logo:)'  +  ....  +  C  (?)  •  (log  xf]  , 
hvor  Rinomialkoefficienterne  for  Simpelheds  Skyld  er  trukne  ind  i  de  arbitrære  Konstanter 

At  de  til  samme  Gruppe  hørende  Enkeltrødder  i  f(o)  =  0  ikke  kunne  give  logarith- 
miske  Led  i  Integralerne,  kan  også«  direkte  let  eftervises  saaledes: 

Ved  Determinanterne  (7)  erholdes  nemlig: 

h^iQ)  =  Ofovv>l; 
følgelig  ere  de  Pag:  24  opstillede  nødvendige  og  tilstrækkelige  Betingelser  opfyldte. 
Funktionalligningen  (43)  bliver  her  til: 

/■(c)  •  ^  (^,  q)  =  ^^  , 
der  strax  ses  at  være  en  Identitet,  idet  man  ved  (36)  og  (34)  har: 

x' 


G  (x,  e)  =  G  (o) .  a-  = 


/•(c)  ■ 


Exempel  5.    Malmstens  Ligning.*) 

P(y)  =  ia  +  bx).x'y^'^  +  ia^i-b^x).x^-'i/~'^  + +  (a^  + b^x)  .y  =  0 

Vi  have  her: 

p(x)  =  a^bx;p  (rr)  =  a  -\-b  x  ; Pj^(x)  =  a^  -\-b^  x . 

Betingelsen :  p{0)  ^  O  fører  til  a  4=  ^  • 
Fremdeles  faas: 

f{g)^a.Q.(Q-iy (p_A  +  i)  +  a^.p.(o-i)....(p-A  +  ^)+ +  a^ 

f^(9)  =  b.Q.io-l)....(g-X  +  l)  +  b^.Q.(Q-l)....ig-X-{-2)  + +  Z>^ 

f^(g)-0  for  v>  3 
Funktionalligningen  (43)  giver: 

f{g).G{x,g)-\-f^(Q).G(x,Q  +  l)=-x' 
hvoraf: 

'"      f.  (p) 


(44) 


X' 


G  {x,  g) 


fig)        fig) 


G{x,g  +  1), 


*)    Grelles  Journal  Bd.  39;  Pag:  99. 
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Ved  gjentagen  Anvendelse  heraf  faas: 

(_  A^  +  l  .  -i 1 _ L_ G  (.T,  ()  +  X  +  i) 

/(c). /■  (c +  ^)  ■••/■(?  +  '') 
Paa  samme  Maade  som  i  dette  Tilfælde  kan  man  altid  benytte  (43)  til  Udledelse  af 
Restleddet  for  Rækken  G  {x,  (*) ,  naar  f(x,  (/)  er  en  hel  Funktion  af  x  .    Da,  som  vi  senere 
faa  at  se,  Restleddet  altid  gaar  mod  Nul,  naar  x  voxer  i  det  uendelige,  erholdes: 

oi.,,,=±i-,rL^±A^^±±^iI^l±lr^.^:^       (45) 

Konvergensomraadet  for  denne  Række  er  en  Cirkel  om  Nulpunktet,  i  hvis  Indre 
p  (x)  =  a-\-bx  ikke  forsvinder,  altsaa  paa  hvis  Periferi  Punktet  —  v  er  beliggende. 

Af  Ligningen  (42)  faas : 

der  ved  gjentagen  Anvendelse  giver: 

G^  (?)  =  {—l)    .  -^ ^ 1 G(q-{-v), 

fiQ)-n9  +  i) f(9  +  r-l) 

som  ved  (34)  ændres  til: 

Ved  Hjælp  heraf  eller  ved  Determinanten  (7)  erholdes: 

i-iy.h^(9)-f\i9)-f[{9  +  l)--^-f^(9  +  v-l). 

Vi  have  saaledes  ret  simpelt  udledt  de  Formler,  der  tjene  til  Restemmelse  af  Inte- 
gralerne i  den  Malmstenske  Ligning,  men  den  videre  Undersøgelse,  som  kræver  nærmere 
Kjendskab  til  Rødderne  i  den  bestemmende  Ligning  /"(p)  =  O ,  maa  vi  dog  her  forbigaa. 
Derimod  kunne  vi  let  udvikle  Rækken  (45)  for  G  (x,  q)  og  dermed  det  almindelige  Integral 
i  Kjædebrøk*).    Elimineres  nemlig  x^  mellem  Ligningerne : 

f{Q).G{x,Q)  +  f^ig).G{x,Q  +  l)^x' 

/•(p  +  i).G(a-,()  +  i)  +  /;(()  +  i).G(rr,(.  +  ^)  =  a;^+' 

erholdes : 

f(9)  -  X  '(^  (oc,9)  -[[(9  +  1)-  f^{9)  '  x]'  G(x,Q  +  l)-^f^(Q  +  l).G{x,Q^[-^)=^0 

som  umiddelbart  omskrives  til: 


*)    Denne  Udvikling  findes  ikke  hos  Malmsten. 
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og  følgelig: 

Men  i  Følge  Funktionalligningen  haves : 


x' 


G  {X,  q)  =   VT7 j— A-    ' 


saaledes  at  man  faar  Kjædebrøksiidviklingen*) 

o 
X' 


G  (x,  g)  = 


m-,l^^^<^ 


f(9+^)-n{Q+i)'^+ 


Da  denne  Kjædebrøk  og  Rækkeudviklingen  for  G  (x,  p)  stemme  overens  Led  for  Led, 
erKjædebrøkenkonvergent  for  de  samme  Værdier  af  .t  som  Rækken  altsaa  indenfor  en 
Cirkel  om  Nulpunktet  paa  hvis  Periferi  Punktet  — j-er  beliggende. 

Et  specielt  Tilfælde  af  den  betragtede  Ditferentialligning  er: 

Exempel  6.    Gaiiss'  Ligning**): 

•        x{l-x).y^'^  +  [y-(a-\-^  +  l).x].y^''>-alSy^O, 
der  skreven  paa  Normalform  bliver: 

P{y)^{l-x).x'  y^'''  +  [y-ia^lS-i-l)x].xy^'^-a^x.y  =  0. 

Vi  have  her: 

p  (x)  =  i  —  a- ;  jf}^  (x)  = ;'  —  («  +  /?  +  i)  æ ;  p  (a-)  =  —  « /5  o: , 

saaledes  at  Udvikhngen  er  gyldig  indenfor  Enhedscirklen  omkring  Nulpunktet. 

Endvidere  haves: 

f(x,Q)  =  Q(Q-l)il-x)  +  Q{r-ioc+fi-}-l)x)-alSx 

og  følgelig: 

Ved  Hjælp  heraf  erholdes: 

„  .  .  _  ig  +  a)iQ+a  +  l)...{Q  +  a  +  v-l).(Q  +  ft)(Q-i-l9  +  l)...(Q-}-^  +  v~-l)        ..  .... 

3v^^^  {gJrl){g  +  2)....{Q  +  r).{Q^y){g  +  r  +  l)....(9  +  y+v-l)  ' -^  ^^^'  ^     ^ 

h(9)  =  (g  +  a){g  +  a  +  J)....{Q-^a  +  v-l).(g-{-fi)(Q-{-li-^l)....{g  +  ^  +  p-l).  (47) 


*)    Sammenlign  Euler:  Introductio  in  Analysin  infinitorum.    Tom.  I;  Cap.  18. 
**)     Gauss,  Werke  Bd.  III;  Pag.  207. 
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Da  den  bestemmende  Ligning  /(p)  =  O  har  Rødderne  O  og  1  —  y ,   saa  iaas ,   naar  y 
ikke  er  et  helt  Tal,  strax  de  to  forskjellige  Integraler: 
oo 

^1  °=  2_  ^  ^  ^  '  i. 5. 5 v.yiY  +  1) (y  +  i'  -  i) 

V  =  o 


oo 
^2-""        •  ^'J^'     ^^  (^2-Y){3-Y)....{v-\-l-y).1.2.3 


X' 


Sættes  heri: 


erholdes  aabenbart: 

oo 


V  =  0 

oo 


y^-Cil-Y).^  ,1  r(2-y  Jrr)  ^ 

.    Benytte  vi  Udtrykket  F{a,i^,y,x)  for  den  hypergeo metriske  Række: 
g. /S  n{a  +  l).^{lS  +  l)  . 

~^  l.y         "^        1.2.y(Y-\-l)  ^"^ ' 

der   som   bekjendt   er   konvergent  indenfor  Enhedscirklen  omkring  Nulpunktet  altsaa  i 
hele  det  Omraade,  der  her  kommer  i  Betragtning,  saa  er  bortset  fra  en  konstant  Faktor: 

y^=Fia,^,Y,x)  j  ^^^ 

saaledes,  at  naar  y  ikke  er  et  helt  Tal,  er  den  Gaiiss'iske  Ligning  integreret  fuldstændig 
ved  den  hypergeometriske  Funktion  F{a,/S,Y,x) . 

Er  y  et  helt  Tal,  maa  vi  betragte  tre  Tilfælde:  y^l- 

1)     y>l  altsaa  y= -\- 2,^3,-^  4 

Rødderne  O  og  l  —  y  tilhøre  samme  Gruppe,   men  forskjellige  Undergruppe;*,   og  vi 
betegne  dem: 

e^  =  ^ ;  Q^-^i  —  r, 

saaledes  at: 

s^O^-g^^y-1 

er  et  positivt  helt  Tal. 

Vi  ville  først  udskille  de  Tilfælde,   i  hvilke  ingen   af  Integralerne  indeholde  Loga- 

rithmer.    Benytte  vi  de   Pag.  24  udledte  Betingelser,  er  med  de  der  brugte  Betegnelser: 

x^l;  v  =  y  —  l;  Q^  =  l  —  y 

og  vi  faa  da  ved  (47): 

h^_,il-y)-{cc  +  l-r)i<^-h2-y)...-{a-l).{^  +  l-y)ilS  +  2-y)....i!S-l). 

Betingelsen  for,  at  begge  Integraler  ere  logarithmefri ,  er  altsaa,  at  a  eller  ,4?  er  et 
af  Tallene:  1,2,3  ...  .y  —  1 , 
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Er  denne  Betingelse  opfyldt,  ere  begge  Integralerne  (48)  anvendelige,  naar  man  blot 
i  de  første  Led  uf  Rækken  F{ix -{- 1  — y, /S -\- 1  — y,  3  — y,  x)  for  y^^  hæver  den  formelle 
Ubestemthed  i  Koefficienterne  ved  Anvendelse  af  Formlen  F  (o) -^  1)  =  w  F {w). 

Hvis  Betingelsen  derimod  ikke  er  opfyldt,  indeholder  det  til  Roden  q^  =  1  —  y  hørende 
Integral  en  Logarithme,  medens  Integralet  y^  =  F (er, /?,/,. r),  svarende  til  Roden  q^  =  ^,  ved- 
blivende er  anvendeligt.    For  at  finde  det  manglende  Integral  danne  vi: 

y —  2  OO 

v  =  0  V  =  y — 1 

For  v<y  —  2  haves  i  Følge  den  øverste  Formel  (9): 

.  (i,  +  «)(p  +  «+i)....(o  +  a  +  v-i).  ((,+/?)  ((>  +  /?+^)..-.((>  +  /?  +  »'—^)-C((»)j 

Tages  det  logarithmiske  Differential  heraf,  og  sættes  derpaa  q=q  =^  1  —  y,  erholdes 
efter  en  simpel  Reduktion: 

9,^'\)-=(-iy~''-(y-^-^)^.{v  +  (y-i-v)).(v-h(y-3-v))....{v-{-i),        \ 

(a~(y-l))(c<-iy-2))...(a-(y-v)).(fi-iy~l))(^-(y-2))...{^~{y-v)).Cigy\ 
Dernæst  ville  vi  sætte: 

^  ^^1^  ^   {u-l)ia-2)....{a-{y-l)).{fi-l){ff-2)....i(i-{y~l))     '  (^) 

hvad  der  aabenbart  er  tilladt,  da  i  Følge  vor  Forudsætning  hverken  a  eller  /?  kan  være 
noget  af  Tallene :  1,2,3 y  —  i. 

Derved  faas: 

Y\q  (o)Aoax4-q^%  )1   ^^.+v_  (-^/ •  (/ -  ^)  K;— ^)  (/ -  ^) 3.2.1 ^i-y 


,         {-If     \{y-3)\{y-t){y-2) 3.2  ^2-y 

-r  («_j)  („__5)  . . .  ia-y-{^2) .  {(i-1)  (iS-2)  . .  {fl-y+2)  ^ 

(-ly-^  .(y-4)l(y-l)(y-2) 3  ^3-y 

-r  („_j)(„_^)  . . .  ia-y+3) .  {(i-1)  {(i-2) . .  {ti-y+3) 


-  ,  V  —  i  — 1 

+ -I L = X 

For  v>^y  —  1  erholdes  af  den  nederste  Formel  (9) : 

^/(>)  =  */e).C((>), 

idet: 

0  (o)  -  (g +  «)  (P  +  «+^)----(g  +  «  +  »--^).  ((>  +  /»)  (o +  /g  +  -?)-(g  +  /g+ >>--?)       (52) 
i^  +  y){^-^y  +  l)----{o-\-v).{Q+2y~l){QJr2y)....{Q-^y-\-v-l)' 

Tages  det  logarithmiske  Differential  og  sættes  derpaa  q  =  q  =-1  —  y ,  faas : 

9^9,)  C(g^) 


(51) 
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hvor: 

11  111  1 


\  1     1     1  ,        ,      1 


'  +  r--;^   ^  y    ^     y  +  1 
Ved  Hjælp  heraf  erholdes  efter  en  simpel  Omskrivning: 


•(53) 


oo 


^[^/ep.%•^+^/^\(>^)]•.^•' 


V  =  y  —  1 
OO 


CXD 


[  C  (Q^)  .  log  X  +  é\^)]  .  ^  ø/(,^) .  .T  ^'+''  +  C  (q)  .  ^  cp^  (g^)  .  0^  (i,p  .  .T^^+'' 


V  =  y  — 1 


V  =  y  —  1 


(54) 


XO/ 


Sættes  for  Simpelheds  Skyld  C  \g  )  =  Cig),   faas  ved  (50)  og  (52)  efter  nogen  Re- 
duktion: 

CXD 


[c  (q^)  .  log.T+  &\g^)]  .  ^  ø^(e^)  .  x^^-^"  == 


oo 


(i  4- log  .t). 

V  =  y  —  1 

Ombyttes  heri  *'  med  v  -\-  y  —  1  erholdes : 


1/  =  y  —  1 
g  (g  -\-  1)  .  .  .  .{g  -{-  V  -  y)  ,  IS  {^  +  1)  ..  .  .{/S  -i-V  -  y)         l-y  +  . 

1.2.3 (i  4-  ^  _  ^)  .  ^  (p.  ^  j)  . ,  .  . ,, .  •  • 


OO 


[  c  (g^) .  log  X  +  d'\pp]  .  ^  0^  (p^)  .  x''+''  - 


V  =  y  —  1 


OO 


«(a  +  J)....(«  +  i/-J)./g(^  +  J)....(/?+v-J)       . 
1.2.3....v.y{y-^l)....(y-i-v~l) 

V  =r  y  —  1 


(i-f  log.T) 
og  følgelig: 

[c{g^).\ogx  +  d%)].^ø^(g^).x'^'^''=={l  +  \ogx).Fiu,^,y,x) 


OO 


(55) 


V  =  y  —  1 

Paa  samme  Maade  udledes: 

OO 

C{g^).^V>,{g^).ø^{g^).x'^+'  = 

V  =  y  —  1 

(g-^l).,.(aJ^v-y).lS{iS-i-l)...{/S  +  v-y)    r        1  I 

1.2.3..      .(lJ^,.  —  y),y(y-\-l) j,  •[«—;/  + i  "^ 


OO 


V  =^y  —  1 
1 


+ 


« — y-\-v 


+ 


+  •••  + 


J         1  _  il 

y       y +  i  V  \ 


-     .  .T 


^l-y+v 


Ombyttes  heri  v  med  v  -{-  y  —  i  og  sættes : 


(56) 
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erholdes  ved  (53)  efter  en  simpel  Reduktion: 

oo 
C  (ep  .  y  y^  (e^  .  0^((>P  .  0:^'+''  =  A  («,  /?)  .  F(«,  ^,  y,  X)  + 


v  =  y — i 
OO 

^  «  («  +  J)  ■ . .  (g  +  »-)  •  /g  (/g  +  -^)  •  •  •  (/?  +  ^)     [1    ,   _1_    ,  .1.1.1.  ,       i 

»--  o 

_±_1_ ^ ^ 1 1_1.^*+' 

i  2  v  -\-  1         y        y  -\-  1  ;'+»'J" 

Vi  ville  nu  for  Overskueligheds  Skyld  indføre  en  ny  Funktion,  der  har  en  vis  Lighed 
med  F{tt^/S,y,x),  idet  den  defineres  ved  Ligningen:*) 

F(a  Sy   T)-  {-iy.ir~2)\{y~l)(y-2)... .3.2.1  ,_y 

t^A<^,P,y,X)^    (a-l)ia~2)...(a~y  +  l).(fi-l)(/ti-2)...(iS~yi-l)'^ 

,  i-iy-'  .(r~3)Hy-i)(y-2)....3.2  2~y 

"^  («  -  l){u--2)...(a-y  +  2).(^-l){/S~2)...{/S-y-\-2)  '  ^ 

I  i~iy~'-{y-4)\(r-i)(y-2) 3    , 

-r  („_j)  („_5)  .    .  (a~y  +  8) .  (p-1)  {(i-2),  . .  (^-y-^S)  '  ^        +  ' ' '  ' 

^{a-l)(fi-l)    ^        ^l.yU^fi         1         y)''^ 

a{a-\-l).iS(iS  +  l)    /^l   ,   _J_   ,   A   I    _J 1^L_L L\        » 

~^      1.2.y(j-\-l)         V«  ^o  +  i"^/^  "^/J  +  i         1         2         y        y-j-l)'^ 

+ 

Ved  Hjælp  heraf  erholdes  ved  Indsættelse  af  (51)  og  (57)  i  (49)  det  simple  Udtryk: 
/V,pp=F(«,/J,;.,.T)  +  (i  +  log.T4-A(«,^)).F(«,|^,;^,.T), 
der  umiddelbart  viser,  at  det  søgte  Integral,  paa  en  konstant  Faktor  nær,  er  bestemt  ved : 

^2  ^  ^/"'  ^'  ^'  ^^  +  ^("'  '^'  ^'  •'^)  •  lOg^  ' 

saaledes  at  i  det  betragtede  Tilfælde,  altsaa  naar  y  er  et  af  Tallene:  2,3,4 og 

hverken  «   eller  ^  noget  af  Tallene:  1,2,3 y  —  l,  er  den  Gaiiss'iske  Ligning  inte- 
greret fuldstændig  ved: 

I        y^  =  F  («,/?,  y,  x)  +  F(«,  /5',  ;',  :r) .  log.T. 
2)      y  =  l. 

Den  bestemmende  Ligning  har  Dobbeltroden  O ,  saa  de  to  Rødder  q  =0  og  q  =  ^ 
tilhøre  ikke  blot  samme  Gruppe,  men  samme  Undergruppe.  Det  til  Roden  q  horende 
Integral  er  ligesom  før  logarithmefrit,  medens  det  til  Roden  q  hørende  Integral  altid  o: 
for  alle  Værdier  af  a  og  (i,  er  beheftet  med  en  Logarithme. 

Paa  samme  Maade  som  ovenfor  finder  man  her  let  de  to  Integraler: 
r  lJ^=F{a,^,l,x). 

\         y^  =  F^{u,li,l,x)  +  F{a,^,l,x).\ogx 

*)  Den  her  opstillede  hypergeometriske  Funktion  F,  («,  §,  y,  X)   er   identisk  med  Heffters  (1.  c.  Pag: 
229),  men  noget  forskjellig  fra  Schlesingers  (1.  c.  Pag:  257). 


(57) 
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3)    y  <1,  alissL^:  y'=0,  —  l,  —  2 

Vi  have  her :  g  -^  1  —  v:  o  =0:  s  =  1  —  y  . 

0  1 

Med  de  Pag:  24  brugte  Betegnelser  er: 

v  =  l  —  y,  x  =  i,  9^  =  0, 
hvorved  vi  faa: 

^_y(^)  =  «-(«  +  ^) («  +  (-;'))./?-(^  +  ^) (^  +  {-y)), 

der  viser,  at  det  til  Roden  O  hørende  Integral  er  1  ogarithmefrit,  saafremt  a  eller  /? 
er  et  af  Tallene :  0,-1,  —  2 y ,  i  hvilket  Tilfælde  de  to  Integraler  vedblive  at  være : 

1  y^=-F(u,^,y,x) 

naar  man  blot  ligesom  før  i  Tæller  og  Nævner  af  Koeficienterne  i  ij  bortforkorter  de 
Faktorer,   som  i  Følge  de  opstillede  Betingelser  blive  Nul. 

Ere  disse  Betingelser  ikke  opfyldte,  indeholder  det  til  Roden  q^=0  hørende  Inte- 
gral en  Logarithme,  medens  det  til  Roden  Q^  —  1  —  y  hørende  Integral  vedbliver  at  bestaa. 
For  at  finde  det  manglende  Integral  kunde  man  gaa  frem  paa  samme  Maade  som  før; 
det  er  dog  lettere  at  gaa  en  anden  Vej. 

Paa  den  forelagte  Differentialligning: 

anvende  vi  Substitutionen: 


y  =  .T 


y 


(O 


x~'^ .  {x .  u^'^  -Jr(l-y).  Il) ;  i/'^  =  x~^~^ .  {x"  ii^"''  -\-2{l-y)  x .  ii^'^  —  y  {y  - 1)  -  «) 
hvorved  den  gaar  over  til: 

X{l-x).ll^''^^[2-y-{a^^-2y^3).x].ll^'^-{a^l-y){^-^l~y).ll  =  0, 
der  er  af  samme  Form  som  den  oprindelige,  idet  blot  Parametrene  «,  /?,  y  ere  ombyttede 
med  henholdsvis  a  -\- 1  —  y  ,  §  -\- 1  —  y ,  ^  —  ;'•  Rødderne  i  den  bestemmende  Ligning 
blive  her  9^=- O  og  q^^ y  —  1,  saa  at  vi  altsaa  have  faaet  det  betragtede  Tilfælde  ført 
tilbage  til  det  allerede  behandlede.  Følgelig  kunne  vi  umiddelbart  nedskrive  Integralerne, 
der  blive: 

(y^=x'-'.F(a-{-l-y,l3  +  l-y,2-y,x) 

\lj=x'-rF(a^l-y,^-{-l-y,2-y,x)  +  x'-y.Fia  +  l-yJ-^l-y,2-y,x)AogX 


Vi   have   hidtil   udelukkende   holdt  os  til  det  singulære  Punkt  x  =  ^  og  ville  derfor 
nu   gaa  over  til  at   betragte  Ligningens   to  andre  singulære  Punkter,  nemlig  Punkterne 

X  ==  1  og  X  =  00 . 

For  Punktet  x=-=l  anvende  vi  Substitutionen: 

hvorved  Differentialligningen  ændres  til: 

z(l-z).i/^-\-[a-^/S-{-l-y--(a-{-lS  +  l).z].l/^-a/^.ij^O. 
som  kan  erholdes  af  den  oprindelige  Ligning  ved  at  ombytte  Parametren  y  med  «  +  /> — /  +  ^- 
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Integralerne   svarende  til  Punktet  x  =  l  lade  sig  derfor  strax  nedskrive  ved  blot  i  de  til 
Punktet  x  =  0  fundne  Integraler  at  ombytte  x  med  1  ~  x  og  samtidigt  y  med  a -{- /3  —  y -\- 1. 

For  Punktet  x  =  oo  benytte  vi  Substitutionerne : 

1  CC 

hvor  i/'*^  og  y^^'  betegne  afledede  med  Hensyn  til  x,ir^  og  w'  med  Hensyn  til  z.    Ved 
Indsættelse  heraf  i  den  givne  Ditferentialligning  erholdes  efter  en  simpel  Reduktion: 

z{l-z)  U^'^  +  [(«  -  /J  +  ^)  -  (-3  a  —  /  +  5)  .  z]  .  U^'^  —  «  (a  --  ;/  +  i)  .  W  =  O  , 
altsaa  samme  Ligning  som  før,  blot  at  Parametrene  /?  og  y  ere  ombyttede  med  henholds- 
vis a  —  y  -\-  1  og  a  —  /S  -\-  1 . 

Have  vi   opstillet  Integralerne   ii   for  Punktet  z  =  O ,   faas   derfor  Integralerne  y  for 
Punktet  X  =  oo  ved  at  ombytte  z  med  -7  og  derpaa  i  Følge  Substitutionen  sætte : 

— a 

y  ^x       .u. 

Samle  vi  nu  alle  disse  Tilfælde,  se  vi,  at  den  Gau5s'/5Å:e  Differentialligning  paa  hele 
Kuglen  er  fuldstændig  integreret  ved  følgende  18  Integraler:*) 

I.  Det  singulære  Punkt  x  =  0: 

\y^==x-rFiai-l-y,l3-^l-y,2-y,x) 

2)  y  er  et  positivt  helt  Tal  og  hverken  «  eller  /?  noget  af  Tallene:  1,3,3 y  —  l: 

jy^=^F(a,iS,y,x) 

Yjl--F^(a,/S,y,x)-i-  Fia,fi,y,x).\ogx 

3)  y  er  Nul  eller  et  negativt  helt  Tal  og  hverken  «  eller  /S  noget  af  Tallene :  0,  —  l,  —  2...y: 

ly^=-X-'.F{oc  +  l-y,lS  +  l-y,2-y,x) 

\y^--X-'.F^{a-\-l-y,^+l-y,2-y,x)-^X~rFicx  +  l-y,iS-i-l~y,2-y,x)Aogx 

Alle  de  her  optrædende  Rækker  ere  konvergente  indenfor  Enhedscirklen  omkring 
Nulpunktet. 

II.  Det  singulære  Punkt  x  ==  i : 
l){y^  =  F(a,^,a  +  ^-y  +  l,l-x) 

y[=(l-xy-''-^.F{r~^,y~a,y-a-/S  +  l,l-x) 

2)  c(-\-  /S  —  y  er  Nul  eller  et   positivt   helt  Tal   og  hverken  a   eller  (S  noget  af  Tallene : 

l,2,3....a-{-^-y: 

\y^-F{a,^,a-^^-y-\-l,l-x) 

(y'  =  F  («,/?,  a  +  /5-;'  + i,  i-a:) +  F(«,/?,a+ /^-/+J,J- xO.log(i-rr) 

*)  Naar  Schlesinger  (1.  c.  Pag.  265—66)  har  24  Integraler,   er  det,   fordi  han  betragter  et  ved  en  be- 
stemt Klasse  af  Transformationer  frembragt  System  af  Differentialligninger. 

5* 
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3)  a  _[-  ^  _  y  er  et  negativt  helt  Tal  og  hverken  «  eller  /6'  noget  al"  Tallene : 

ij^^il-  .t)^""~^  .F(r-lS,y-c:,y-a~lS-{-l,l-x) 

il-æy-"-^.Fiy-lS,y-a,y-a-fi-\-l,l-x)Aog{l-æ) 
Alle  de  her  optrædende  Rækker  ere  konvergente  indenfor  Enhedscirklen  omkring 
Punktet  x  =  l. 

III.    Det  singulære  Punkt  x==  CO : 
'[/  =x'~"  .F\a,(jc  —  y-{-l,a  —  fi'}-l,-^j 

2)  «_^  er  Nul  eller  et  positivt  helt  Tal  og  hverken  «  eller  a~y-\-l  noget  af  Tallene: 

1,2,3 a  —  ^: 

y  =X~"  .  Fya,a  —  y-]-l,a—^-\-l,—j 

y^^-X-\F^{a,a--y-i-l,a-^  +  l,^)  +  X-\F{a,a-y  +  l,a-^  +  l,^).\og^ 

3)  a  —  /?  er  et  negativt  helt  Tal  og  hverken  «  eller  et  —  y  -{- 1  noget  af  Tallene : 

0,-1,-2 a—/S  +  l 

'y^^x~^  .F[fi,/S-y  +  l,,^-a  +  l,-^) 
y^^'-x-^.F^{/!f,/S-y  +  l,lS-oc-^l,~)-\-x-^.F{^,^-y  +  l,^-a  +  l)Aog-^. 

Alle  de  her  optrædende  Rækker  ere  konvergente  overalt  udenfor  Enhedscirklen 
omkring  Nulpunktet. 

6. 

Er  f{x,  g)  ikke  en  hel  Funktion  i  x,  saa  er  venstre  Side  af  (43)  en  uendelig  Række. 
For  at  iinde  dens  Konvergensomraade,  maa  vi  søge  den  Grænse,  hvortil  G  {x,  g)  nærmer 
sig,  naar  g  voxer  i  det  uendelige.    I  Udtrykket: 

f{g)  .  x~^  .  G  (x,  g) 

er  Koefficienten  til  x^\ 

h  ig) 

/'((O  •  ^^  (P) ' (58) 

hvor  den  hele  Funktion  h  (g)  er  bestemt  ved  Determinanten  (7). 

Ethvert  Led  af  denne  Determinant  er  et  Produkt  af  v  Faktorer,  som  indeholder  et 
Element  af  hver  Vertikalrække,  altsaa  af  Formen: 

hvor  fi  ,  ju  ^t    ere  Tallene  fra  O  til  v . 
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Sætles : 

CXO 

P  (X)  =  ^«^  •  ^^  . 

V  =  o 

saa'er  i  Følge  (3),  da  det  kim  kommer  an  paa  Koefficienten  til  den  højeste  (A'*«')  Potens  af  p: 


og  følgelig 


lim 


lim 


X 


hvorved  i  Følge  (58): 

a,     a 


(-  ^)'' 

lim   [rø-^/e)]-^^ — ^ 


1  "2 

a      Oj 
o      a 


(59) 


o      o     a  ttj 

Erindre  vi  nu,  hvorledes  Determinanten  (7)  blev  udledt  af  Ligningerne  (5),  saa  faas 
for  b    aabenbart  Rekursionsformlen ; 

a.b    +a.b       +....-}- a   .  b  =  o  (60) 

V      '         1  V  —  l'  '         V  ^       ■^ 

Ved  Hjælp  af  denne  Formel  kunne  vi  let  føre  Beviset  for  Konvergensen  af  Rækken: 

oo 

b    .  X   . 


Betegner  nemlig  A    og  fi    Modulerne  til  henholdsvis  a    og  b    ,  saa  haves: 


V         <->  V 


B  ,    <4-'(B    .A  +B        .A    +....  +  fiA,V 

f-f-l    A  \       '"  1  '" 1  2        '  '  »'+1/ 

Da  nu  (se  Pag.  9)  p{x)   er   konvergent  paa  Cirklen  R  omkring  Nulpunktet,   og   da 
Maximalværdien  af  Modulerne  til  Værdierne  af  p(.T)  er  M,  saa  er: 

a    <M.R~'' 

V 

og  følgelig: 

v-\-^       Ak'"  ""'  / 

Betegner  C  .i  ,  højre  Side  af  denne  Ulighed,  da  er  aabenbart: 


^r+i  = 


M.B 


+ 


A.R  R 

Vælge  vi  nu  C   saaledes,  at  for  et  vist  v. 

B    <C    , 

saa  haves: 

C  A.R 
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oo 


Følgelig  er  Rækken  y    C^  .x^  konvergent  indenfor  en  Cirkel  omkring  Nulpunktet 


oo 


med  Radius:   ^'    .  ;  i  dette  Omraade  maa   da  Rækken^    b^  .x^  være  ubetinget  kon- 
vergent ,   idet  \b  \=-=  B    <C    ■ 

o         7  V  V  V 


OO 


Altsaa:    Rækken  \    Z?^  .  x*^  er  ubetinget  konvergent  inden  for  en  Cirkel  omkring  Nul- 


v^^  o 


punktet  med  Radius: 

A.R 

'M+A' 

Da  dette  Omraade  aldrig  kan  være  større  end  Cirklen  R  omkring  Nulpunktet,   saa 
erholdes  i  Følge  Sætningen  om  Rækkers  Multiplikation: 

oo  oo  oo 

Men  da  i  Følge  (59) : 

b^   lim   [f(Q).GiQ)]-=fip).GiQ)-l, 
p  =  oo 

saa  faas  ved  Rekursionsformel  (60)  strax: 

oo  oo        ' 

Og  følgelig: 

oo 

b     .X      =— 7— r        ) 
V  p  {x)         ^  ■ 

V—  o 

A  R 
Holde  vi  os  stadig  indenfor  Cirklen  med  Radius  -^jrfTTj- ,  omkring  Nulpunktet,  altsaa 

00  00 

til  et  Omraade,  hvor  saavel  y    ^^-^^  som  y    G  {q).x^'^^  ere  ubetinget  konvergente, 


*)    Da  p  (x)  rjz  O  i  det  betragtede  Omraade,  kan  heraf  udledes  følgende  Sætning: 
Dersom  Rækken: 


konvergerer  for  alle  Værdier  af  x  paa  en  Cirkel  med  Radius  R  omkring  Nulpunktet,  og  be- 
tegner M  Maximalværdien  af  Modulerne  til  Værdierne  af  /;  (x)  paa  denne  Cirkel ,  saa  kan  ingen 
af  Rødderne  i  Ligningen  p(x)  =  0,  hvis  Rækkens  konstante  Led  o  ikke  er  Nul,  have  en  Modulus, 

der  er  mindre  end    .'    '  . 

M+ial 
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saa  haves: 


CO  oo 

lim    [f{g).x-rG{x,^)]^     lim    VAp)  •  G,  (c)  •  x' ^Y"     Hm     [fiQ)  ■  G^{g)-\.  x' 


oo 

V  p  {x) 


hvoraf: 


lim  G(.r,())=--^.     lim    -^  (61) 

Til  dette  Resultat  kan  man  ogsaa  komme  paa  følgende  Maade:*) 

Som  vi  før  (Pag.  25)  saa,  er  Funktionen  G{x,q)  fuldstændig  bestemt  ved: 

1)  at  skulle  tilfredsstille  Differentialligningen  P  (y)  =  x°  , 

2)  at  gaa  over  til  sig  selv  multipliceret  med  en  Konstant,   naar  .t  omkredser  Nulpunklel, 

3)  efter  Divisjon  med  x^  for  x  =-  O  at  antage  Værdien 


fiQ) 


Sætter  man  da: 


saa  gaar  Differentialligningen: 


over  til: 


P(l,)-X 


,9 


.X  .  z^  ^  -\ .T        '  z^      ^  -{-  • 1 X-  z^  ^-] •  r  =  i  , 

f{Q)  f{Q)  fiQ)  f(Q) 

hvor: 

P^{x,q);h  =  1,2,3 X-l. 

ere  hele  Funktioner  af  Graden  x  i  q  . 

Differentialligningens  Koefficienter  ere  for  alle  Værdier  af  q  med  Undtagelse  af  de, 
for  hvilke /((>)  er  Nul,  bestemte  endelige  Funktioner  af  .t.  Udelukke  vi  derfor  Rødderne 
i  f(Q)  =  0  og  desuden  alle  de  Størrelser,  der  ere  et  positivt  helt  Tal  mindre  end 
nogen  af  disse  Rødder,  saa  har  Differentialligningen  i  Følge  en  Sætning,  vi  nedenfor 
komme  udførligt  tilbage  til,  et  fuldstændigt  bestemt  Integral,  som  er  entydigt  i  Om- 
egnen af  Nulpunktet  og  for  .t  =  O  antager  Værdien  1.  Dette  Integral  og  dets  Afledede 
blive,  som  de  i  Regyndelsen  af  denne  Paragraf  opstillede  Betragtninger  vise,  endelige, 
naar  g  voxer  i  det  uendelige. 

Sætte  vi  derfor  q==oo  ,  saa  gaar  den  transformerede  Differentialligning  over  til : 


*)    Methoden  er  først  angivet  af  Thomé,  Grelles  Journal  Bd.  06;  Pag:  329. 
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da  Koefficienten  til  q    er  lig  p{x)  i  f{oc,Q)  og  lig  a  i  /'(g).    Men  heraf  følger: 

lim    [fiQ)-x-rG{x,e)]==-^ 

stemmende  med,  hvad  vi  for  fandt. 

Er  f{x,Q)  en  hel  Funktion  i  x  og  (43)  saaledes  en  endelig  Række,  kan  man  som 
tidligere  (Pag.  28)    antydet  benytte  denne   til  Udledelse  af  Rækken  for  G  (x,  q)  ved  efter- 

haanden  at  indsætte  G  {x,  g  -\-  1}  ,  G  (x,  q  -{-  2) G{x,Q'\-x  —  1).    Det  derved  fremkomne 

Restled  konvergerer  da,  som  ovenstaaende  Ligninger  vise,  mod  Nul  for  voxende  Værdier 
af  y.  indenfor  et  Omraade,  hvor  p  {x)  ikke  forsvinder. 

Er  fix, g)  ikke  en  hel  Funktion  i  x,  ville  vi  sætte  p{x)  =  l,  da  det  kun  er  fordel- 
agtigt at  have  p{x)  inde,  naar  man  derved  kan  opnaa,  at  f{x,g)  bliver  hel.  Men  er 
;) (.t)  =  1 ,  altsaa  a^l,  haves  ved  (61) : 

lim     O  (.T,  g)  =    lim       ^ 


p  =  oo  g  =  oc    f{g) 

Følgelig  konvergerer  Rækken: 

oo 

f\iQ)'Gi^,Q  +  v)-^x'  (43) 

lige  saa  langt  som  Rækken: 


z 


X 


9+v 


eller  som :  ^ 

oo 

^ /;((,).. t''  =  /-(.t,(>) 

O :  indenfor  en  Cirkel,  i  hvis  Indre  samtlige  Rækker  6r  (.r,  g^,Q{x,g-\-i) .. .  ere  konvergente. 

For  at  Funktionerne  G  (.t,  p  +  j«)  stedse  kunne  være  endelige ,  udelukke  vi  ligesom 
før  alle  Rødderne  i: 

/■(?)  =  ^;Ap  +  ^)  =  ^;Ap  +  ^)=-^ 

Naar  man  da  muitiplicerer  Ligningerne: 

oo 
^i'M'0{x,g^^^-=x' 


V  =  o 
OO 


^f,iQ  +  l)-0{x,g  +  v  +  l)^x'-^' 


med  visse  Konstanter  a,  a  ,  a   og  adderer,  saa  faar  man  en  Ligning  af  Formen 

oo  oo 


r  =  o 


41 

Heraf  sluttes,  at  en  Funktion,  som  efter  Divisjon  med  æ^  er  entydig  i  Omegnen  af 
Nulpunktet  og  for  x  =  0  antager  den  fra  Nul  forskjellige  endelige  Værdi  a,  altid  lader 
sig  udvikle  i  en  Række  af  Formen: 

CO 

Beviset  for  denne  Sætning  lader  sig  føre  saaledes: 

Er  H{x)  en  Funktion,  som  efter  Divisjon  med  x^  er  entydig  i  Omegnen  af  Nulpunktet, 
og  som  ikke  forsvinder  for  o:  =  O,  altsaa  af  Formen : 

CO 

^  c^.x^-^" 

Og  er  Q  ikke  Rod  i  f{Q)  =  0  eller  et  positivt  helt  Tal  mindre  end  en  saadan  Rod,  saa  er 
en  Funktion  F{x)  fuldstændig  bestemt  ved: 

1)  at  skulle  tilfredsstille  den  ikke-homogene  Differentialligning: 

P{y)^H(x) 

2)  i  Omegnen  af  Nulpunktet  at  skulle  kunne  udvikles  i  en  Række  af  Formen  • 

oo 

V  =  0 

hvor  a  ^  0. 

Thi  F (x)  tilfredsstiller  den  homogene  Differentialligning: 

hvis  til  Nulpunktet  hørende  „determinerende  Fundamentalligning"  i  Følge  en  Sætning  af 
Fuchs*)  er  tilfredsstillet  af  q  og  Rødderne  i  /  ((»)  =  0. 

I  Følge  vor  Forudsætning  danner  nemlig  q  enten  en  Gruppe  for  sig  eller  ogsaa  er 
den  den  Rod  i  Gruppen,  hvis  reelle  Del  er  størst.  Det  til  denne  Rod  hørende  Integral 
er  derfor  (se  Pag.  18)  paa  en  konstant  Faktor  nær  fuldstændig  bestemt,  og  denne 
konstante  Faktor  bestemmes  derved,  at  x~^ .  F  (x)  for  x=0  skal  antage  den  fra  Nul  for- 
skjellige Værdi  a.      ■  , 

Hermed  er  tillige  den  ovenfor  (Pag.  39)  benyttede  Sætning  bevist. 

Er  omvendt  en  Funktion  defineret  ved  Rækken: 

CO 

F(x-)-=^a„.x-'+% 

hvor  a  ^  O,  og  denne  Række  vides  at  være  konvergent  i  en  Cirkel  omkring  Nulpunktet, 

saa  er  Rækken: 

oo 

P(F(x))»Xc„.x'+' 

Ogsaa  konvergent  og  har  et  fra  Nul  forskjelligt  Begyndelsesled :  c==^a./(^). 
*)  Grelles  Journal  Bd.  68;  Pag.  372. 
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En  Funktion,  som  tilfredsstiller  den  ikke- homogene  Differentialligning: 

oo 

P  (ij) -=^  c^  .  x'+\ 

Og  som  efter  Divisjon  med  x^  er  entydig  i  Omegnen  af  Nulpunktet  og  for  x  ==  O  antager 

Værdien  a=   ,.,  .  ,  maa  derfor  være  identisk  med  F (x). 
f{Q) 

Men  alle  disse  Betingelser  opfyldes  af  Rækken: 

CO  ■ 

idet  den: 

oo 

1)  konvergerer  i  det  Omraade,  hvor\     c^ .  x^'^^  og  G  (x,  q)  ere  konvergente ; 

V  ^^  o 

2)  tilfredsstiller  Differentialligningen: 

oo 


idet  nemlig: 


oa 


oo  oo 


P  [^c^-Oix,Q  +  v)^=^^c^.P{0(x,g  +  v)) 


Altsaa  maa 


P{Gix,Q  +  ',))  =  x 


0-j-r 


Og  følgelig  haves: 


OG' 

Fix)-^^c^.Oix,g-{-r) 

OO  OO 

^%-x'+'^^c^.Gix,Q  +  r), 

V  =  o  v  =  o  • 

hvilket  netop  udtrykker  den  Pag.  40  opstillede  Sætning. 

Som  Anvendelse  heraf  ville  vi  nævne,  at  af  den  i  §  1  udviklede  Relation: 

OO 

P  (x^)  =-^  x'  .  fix,  e)  =  ^  /,  (q)  •  ^'"^^ 

V  zzz  o 

følger  umiddelbart: 

oo 

Y^f^{Q).G{x,Q+v)-=x'  (43). 

V  :=  o 

Dette  er  en  simpel  Verification  af  den  Formel,  vi  tidligere  (Pag.  26)  have  udledt  ad 
anden  Vej, 


43 

Er  ingen  af  Rødderne  i  Ligningen  [(q)  =  O  et  positivt  helt  Tal  eller  Nul,  saa  lader 
enhver  i  Omegnen  af  Nulpunktet  entydig  og  kontinuert  Funktion  af  æ  sig  udvikle  i 
en  Række,  som  gaar  frem  efter  Funktionerne: 

G(x,0)',G{x,l);0(x,2) 

og  som  konvergerer  indenfor  en  Cirkel  omkring  Nulpunktet,  i  hvis  Indre  saavel  den  ud- 
viklede Funktion  som  Udviklingsfunktionerne  ere  entydige  og  kontinuerte. 
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